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Problem 11(204+205). How many 3-digit numbers are there that have 
odd number of factors?   

TS. §ç §øC THµNH 

Tr−êng liªn cÊp TiÓu häc vµ THCS Ng«i Sao Hµ Néi 

C¸c b¹n h·y gi¶i bµi to¸n trªn b»ng tiÕng Anh vµ göi vÒ tßa so¹n nhÐ! 
N¨m b¹n cã bµi gi¶i tèt nhÊt sÏ ®−îc nhËn quµ. 

  

 

 
 

  Problem 9(202). 
Let a, b be the two numbers.  

a + b = 100. Therefore,  

ab = a(100 − a) = 100a − a2  

= 2500 − 2500 + 100a − a2  

= 2500 − (a2 − 100a + 2500) 

= 2500 − (a − 50)2.  

As (a − 50)2 non-negative. 

Consequently, ab ≤ 2500. 

NhËn xÐt. Chóc mõng c¸c b¹n sau 

cã lêi gi¶i ®óng: TrÇn Trung Phóc, 
8A4, THCS Ng« Gia Tù, Hång 

Bµng, H¶i Phßng; B¹ch Th¸i S¬n, 7A1, 

THCS VÜnh Yªn, VÜnh Yªn, VÜnh Phóc; 
NguyÔn Ngäc DiÖu, 9A, THCS NguyÔn HiÒn, 

Nam Trùc, Nam §Þnh; Ph¹m Thïy Tr©m, 

7C, THCS B¹ch Liªu, Yªn Thµnh, NghÖ An; 
NguyÔn Minh Hoµng, 7E, THCS NguyÔn 

Tr·i, Nghi Xu©n, Hµ TÜnh. 
C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i tèt ®−îc khen: NguyÔn 

M¹nh Hïng, 9A3, THCS GiÊy Phßng Ch©u, 

Phï Ninh, Phó Thä; Tr−¬ng Quang M¹nh, 

9D, THCS §Æng Thanh Mai, TP. Vinh, NghÖ 
An; NguyÔn TrÇn Kiªn, 7C1, THCS 

Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, Hµ Néi. 

§ç §øc thµnh 
 

Th«ng b¸o vÒ cuéc thi C©u l¹c bé To¸n Tuæi th¬ toµn quèc 2020 
Tõ n¨m 2005 ®Õn n¨m 2014, t¹p chÝ ®· phèi hîp víi c¸c Së Gi¸o dôc vµ §µo t¹o tæ chøc 
®−îc 3 lÇn Giao l−u To¸n Tuæi th¬ vµ 7 lÇn Olympic To¸n Tuæi th¬ toµn quèc. Tõ n¨m häc 
2015 - 2016 ®Õn nay, t¹p chÝ To¸n Tuæi th¬ phèi hîp víi c¸c Së Gi¸o dôc vµ §µo t¹o tæ 
chøc cuéc thi C©u l¹c bé To¸n Tuæi th¬ toµn quèc thµnh c«ng t¹i c¸c tØnh (thµnh): Hµ Néi 
(n¨m 2016), Trµ Vinh (n¨m 2017), Lµo Cai (n¨m 2018), thµnh phè §µ N½ng (n¨m 2019). 
§©y lµ mét s©n ch¬i trÝ tuÖ, lµnh m¹nh, bæ Ých cho c¸c em häc sinh vµ c¸c thÇy c« gi¸o.  
Së Gi¸o dôc vµ §µo t¹o NghÖ An ®· cã c«ng v¨n sè 17/SGD&§T - GDTH ngµy 03/01/2020 
vÒ viÖc nhËn lêi mêi ®¨ng cai cuéc thi C©u l¹c bé To¸n Tuæi th¬ toµn quèc n¨m 2020. 
Cuéc thi sÏ ®−îc tæ chøc vµo tuÇn thø hai cña th¸ng 6. Mäi th«ng tin vÒ cuéc thi ®−îc 
c«ng bè trªn trang ®iÖn tö http://www.toantuoitho.vn vµ trªn c¸c sè t¹p chÝ hµng th¸ng. 
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 M¸y g×? 

 M¸y g× l−în ë trªn trêi  

M¸y g× xÎ gç gióp ng−êi nhanh h¬n  

 M¸y g× ®ång h¹n mõng r¬n  

M¸y g× v¶i vãc ®Ñp tr¬n ra ®Òu  

 M¸y g× may ¸o ®¸ng yªu  

M¸y g× nghÞch ngîm ng−êi kªu rôt vµo 

 M¸y g× n©ng vËt lªn cao 

M¸y g× c¾t lóa, rµo rµo thãc ra  

 M¸y g× lµm m¸t phßng ta  

M¸y g× nguyªn t¾c khÐo mµ phiÒn nhau 

 Mong thÇn d©n ®o¸n thËt mau  

Göi bµi, ®îi TrÉm sè sau th−ëng liÒn! 

Lª ViÖt Ngäc 
 (Thanh Xu©n, Hµ Néi) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (TTT2 sè 202) 

Loμi chim nμo? 
 Chim Ðn b¸o hiÖu xu©n sang 
Bå c©u biÓu t−îng hßa b×nh thÕ gian 
 Chµo mµo ®éi mò rÊt xinh 
Chim c«ng hay móa lung linh ®u«i xße 
 ChÝch chße tªn cã vÇn “oe” 
Tu hó th× cø mïa hÌ hay kªu 
 Bãi c¸ chép c¸ rÊt siªu 
Chim vÑt cã tÝnh nghe nhiÒu nãi theo 
 Có mÌo mÆt gièng nh− mÌo 
Chim chÌo bÎo chØ vÇn “eo” míi k× 
 Häa mi tiÕng hãt mª li 
C¸nh côt chØ b−íc, ch¼ng phi lªn trêi. 

NhËn xÐt. K× nµy Vua TÕu sÏ ban 
th−ëng cho bèn thÇn d©n lµm ®óng, 
tr×nh bµy ®Ñp cã tªn sau ®©y: 

NguyÔn Thanh S¬n, 6C, THCS §Æng Thai 

Mai, TP. Vinh, NghÖ An; NguyÔn Th−êng 
Phong, 7A, THCS Hµn Thuyªn, L−¬ng Tµi, 
B¾c Ninh; Ph¹m TuÊn Minh, 7B, THCS T©n 

B×nh, TP. Tam §iÖp, Ninh B×nh; Bïi Ph¹m 
Ph−¬ng Anh, 7A2, THCS Méc Lþ, Méc Ch©u, 

S¬n La. 

Vua TÕu  



 

          T×M Sè CßN THIÕU! 
Cho b¶ng sè nh− sau: 

 
H·y chän ®¸p ¸n ®óng ®Ó ®iÒn vµo c¸c dÊu chÊm hái (?) cho hîp l«gic. 

 

®ç thÞ thóy ngäc 
Phßng Gi¸o dôc Trung häc, Së GD&§T Ninh B×nh 

(S−u tÇm vµ giíi thiÖu) 

 sè nµo thÝch hîp? (TTT2 sè 202) 

§¸p ¸n. Cã 8 h×nh trßn nhá t¹o thµnh 4 cÆp ®èi xøng nhau 
qua t©m h×nh trßn lín. Mçi sè trong h×nh trßn nhá b»ng tæng 
hai sè liÒn s¸t h×nh trßn ®èi xøng, do ®ã ? = 9 + 8 = 17.  

NhËn xÐt. Quy luËt k× nµy kh¸ dÔ nªn tÊt c¶ c¸c b¹n 
®Òu chän ®óng kÕt qu¶. Mét sè b¹n diÔn ®¹t ch−a râ 
rµng. Xin trao th−ëng cho c¸c b¹n: D−¬ng Nh− 

Quúnh, 7A, THCS Lý Tù Träng, B×nh Xuyªn, VÜnh Phóc; 
Hoµng Minh Vò, 7D, THCS V¨n Lang, TP. ViÖt Tr×, Phó Thä; 
L−u Thïy D−¬ng, 8A3, THCS TrÇn §¨ng Ninh, TP. Nam 
§Þnh, Nam §Þnh; TrÇn Trung Phóc, 8A4, THCS Ng« Gia Tù, 
Hång Bµng, H¶i Phßng; Lª Phó Quang, 7D, THCS Nh÷ B¸ 
Sü, Ho»ng Hãa, Thanh Hãa.  
C¸c b¹n sau ®−îc tuyªn d−¬ng: An Hµ Hïng, 7A1, THCS 
Méc Ly, Méc Ch©u, S¬n La; NguyÔn C«ng Vinh, NguyÔn Anh 
Th−, 7C, THCS NguyÔn Cao, QuÕ Vâ, B¾c Ninh; Lª ThÞ DiÖu 
Thóy, 9A, THCS B×nh ThÞnh, §øc Thä; §Æng §×nh Kh¸nh, 8/2, 
THCS Lª V¨n Thiªm, TP. Hµ TÜnh, Hµ TÜnh; Ng« BÝch Loan, 
7C, THCS B¹ch Liªu, Yªn Thµnh, NghÖ An. 

NguyÔn Xu©n B×nh 



 

Bµi to¸n “l·i suÊt ng©n hµng”  
NGUYÔN TIÕN HîP 

Tr−êng THCS T©n Th−îng, V¨n Bµn, Lµo Cai 

Tr−íc hÕt, ta t×m hiÓu mét sè h×nh thøc 
tÝnh l·i suÊt nh− sau: 
L·i ®¬n: L·i ®−îc tÝnh theo tØ lÖ phÇn tr¨m 

trong mét kho¶ng thêi gian cè ®Þnh tr−íc. 

VÝ dô: Khi ta göi 50 triÖu ®ång vµo mét ng©n 
hµng víi l·i suÊt 7% /n¨m th× sau mét n¨m 
sè tiÒn l·i nhËn ®−îc lµ  

50 . 7% = 3,5 (triÖu ®ång). 

Sau hai n¨m sè tiÒn c¶ gèc lÉn l·i lµ  

50 + 2 . 3,5 = 57 (triÖu ®ång).  

Sau n n¨m sè tiÒn c¶ gèc lÉn l·i lµ  

50 + n . 3,5 (triÖu ®ång). 

KiÓu tÝnh l·i nh− trªn gäi lµ l·i ®¬n. 

L·i kÐp hay l·i gép: §−îc hiÓu ®¬n gi¶n lµ 

t¸i ®Çu t− l·i, tøc lµ sau khi sinh lêi, l·i ®ã 
®−îc dån vµo tiÒn vèn ®Ó tiÕp tôc cho mét 
chu k× ®Çu t− tiÕp theo vµ tÊt nhiªn, vèn göi 
cµng nhiÒu th× l·i l¹i cµng cao h¬n ë nh÷ng 
giai ®o¹n sau. Sau mét ®¬n vÞ thêi gian (k× 
h¹n), tiÒn l·i ®−îc gép vµo vèn vµ tÝnh l·i. 
C©u “l·i mÑ ®Î l·i con” chÝnh lµ tõ kiÓu tÝnh 
l·i nµy. 
VÝ dô: Khi ta göi 50 triÖu ®ång vµo mét ng©n 
hµng víi l·i suÊt 7% /n¨m th× sau mét n¨m 

sè göi vµ tiÒn l·i lµ 50 + 3,5 = 53,5 (triÖu 

®ång).  
Toµn bé sè tiÒn nµy ®−îc gäi lµ gèc ®Ó tÝnh 
l·i n¨m sau. 
Tæng sè tiÒn cã ®−îc cuèi n¨m thø hai lµ 

53,5 + 53,5 . 7% = 57,245 (triÖu ®ång). 

KiÓu tÝnh l·i nh− trªn gäi lµ l·i kÐp. 
D−íi ®©y lµ mét sè d¹ng to¸n kiÓu tÝnh l·i 
kÐp mµ trªn thùc tÕ chóng ta th−êng lùa 
chän. 

1. Göi tiÒn mét lÇn  

Ban ®Çu göi vµo ng©n hµng sè tiÒn lµ a 
(®ång). BiÕt  l·i suÊt lµ m(%) /n¨m vµ kh«ng 
rót l·i vµo cuèi mçi n¨m. TÝnh c¶ vèn lÉn l·i 
(Tn) sau n n¨m. 

Bµi to¸n 1. Mét ng−êi göi vµo ng©n hµng sè 
tiÒn lµ 10 000 000 ®ång víi l·i suÊt lµ 
7% /n¨m. Hái sau 5 n¨m ng−êi Êy nhËn ®−îc 
bao nhiªu tiÒn c¶ gèc lÉn l·i? 
Lêi gi¶i. Gi¶ sö ban ®Çu ng−êi ®ã göi a ®ång 
vµo ng©n hµng víi l·i suÊt lµ m(%) mçi n¨m. 
Gäi Tn lµ sè tiÒn ng−êi ®ã nhËn ®−îc sau n 
n¨m.  
Sau 1 n¨m, sè tiÒn cã lµ  
T1 = a + ma = a(1 + m). 
Sau 2 n¨m, sè tiÒn cã lµ 

T2 = a(1 + m) + a(1 + m)m = a(1 + m)2. 
... 
T−¬ng tù, sau n n¨m, sè tiÒn sÏ lµ 

Tn = a(1 + m)n−1 + a(1 + m)n−1 .m = a(1 + m)n. 

¸p dông vµo bµi to¸n víi a = 10 000 000 (®ång), 

m = 7%, n = 5 th× sè tiÒn ng−êi ®ã nhËn ®−îc 

lµ T5 = 10 000 000.(1 + 7%)5  

≈ 14 025 517 (®ång). 

2. Göi tiÒn hµng th¸ng  
Hµng th¸ng göi vµo ng©n hµng sè tiÒn nh− 
nhau lµ a (®ång). BiÕt l·i suÊt lµ m(%) /th¸ng 
vµ kh«ng rót l·i vµo cuèi mçi th¸ng. Hái sau 
n th¸ng, ng−êi Êy cã bao nhiªu tiÒn? 

Bµi to¸n 2. Mét ng−êi hµng th¸ng göi  
1 000 000 ®ång vµo ng©n hµng ®Ó tiÕt kiÖm 
cho con 6 tuæi víi l·i suÊt lµ 0,45% /th¸ng. 
Hái khi con 18 tuæi (sau 12 n¨m) th× con cña 
ng−êi Êy nhËn ®−îc bao nhiªu tiÒn c¶ gèc 
lÉn l·i? 

Lêi gi¶i. Gi¶ sö ng−êi Êy hµng th¸ng göi 
a ®ång vµo ng©n hµng tõ n¨m con 6 tuæi víi 
l·i suÊt lµ m(%) mçi th¸ng. 



 

Cuèi th¸ng thø nhÊt sè tiÒn cã lµ  
T1 = a(1 + m).  
V× hµng th¸ng ng−êi Êy tiÕp tôc göi tiÕt kiÖm 
a ®ång nªn sè tiÒn gèc cña ®Çu th¸ng thø 
hai lµ 

+ + = + +

= + − = + −
+ −

2 2

a(1 m) a a[(1 m) 1]

a a
[(1 m) 1] [(1 m) 1].

(1 m) 1 m

  

Sè tiÒn cuèi th¸ng thø hai lµ  

= + − +2
2

a
T [(1 m) 1](1 m).

m
 

... 
Sè tiÒn c¶ gèc lÉn l·i vµo cuèi th¸ng thø n lµ 

= + − +n
n

a
T [(1 m) 1](1 m).

m
 

¸p dông vµo bµi to¸n víi a = 1 000 000 (®ång), 
m = 0,45%, n = 12 ×  12 = 144  th× sè tiÒn 
ng−êi ®ã nhËn ®−îc lµ 

= + − +144
12

1000 000
T [(1 0,45%) 1](1 0,45%)

0,45%
≈ 202 894 858 (®ång). 

3. Rót sæ tiÕt kiÖm theo ®Þnh k× 
Sè tiÒn ban ®Çu göi vµo ng©n hµng lµ a  
(®ång), l·i suÊt lµ m(%) /th¸ng, mçi th¸ng rót 
ra mét sè tiÒn nh− nhau lµ T (®ång). TÝnh sè 
tiÒn cßn l¹i sau n th¸ng.  

Bµi to¸n 3. Bè cña b¹n Minh göi tiÕt kiÖm 
cho b¹n Minh 20 000 000 ®ång vµo ng©n 
hµng víi l·i suÊt 0,45% /th¸ng. NÕu hµng 
th¸ng b¹n Minh rót tõ ng©n hµng ra 900 000 
(®ång) vµo ngµy ng©n hµng tÝnh l·i ®Ó sinh ho¹t 
vµ häc tËp. Hái sau 1 n¨m b¹n Minh cßn bao 
nhiªu tiÒn ë ng©n hµng? 
Lêi gi¶i. Gäi sè tiÒn göi ban ®Çu lµ a (®ång), 
sè tiÒn rót ra hµng th¸ng lµ T (®ång), l·i suÊt 
lµ m(%) /th¸ng, thêi gian göi lµ n. 
Sau 1 th¸ng sè tiÒn cã a + am = a(1 + m)  
= ak (víi k = 1 + m). 
Sè tiÒn cßn l¹i sau khi rót lµ ak − T. 
Sau 2 th¸ng sè tiÒn cã lµ ak − T + (ak − T)m 
= (ak − T)(1 + m) = (ak − T)k = ak2 − Tk. 
Sè tiÒn cßn l¹i sau khi rót lµ 

−− − = − + = −
−

2
2 2 2 k 1

ak Tk T ak T(k 1) ak T .
k 1

  

Sau 3 th¸ng sè tiÒn cã 

⎛ ⎞− −
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

2 3
2 3k 1 k k

ak T k ak T .
k 1 k 1

 

Sè tiÒn cßn l¹i sau khi rót lµ 

− −
− − = −

− −

3 3
3 3k k k 1

ak T T ak T .
k 1 k 1

 

... 
Sau n th¸ng sè tiÒn cßn l¹i sau khi rót lµ  

−−
−

n
n k 1

ak T .
k 1

 

VËy sau 1 n¨m (12 th¸ng), b¹n Minh cßn sè 
tiÒn ë ng©n hµng lµ  

+

+ −
−

+ −

12

12

20 000 000.(1 0,45%)

(1 0,45%) 1
900 000.

(1 0,45%) 1

 

≈10 035 784  (®ång). 

Bµi tËp tù luyÖn 
Bµi 1. Mét ng−êi göi tiÕt kiÖm 10 000 000 ®ång 
vµo ng©n hµng trong kho¶ng thêi gian 10 
n¨m víi l·i suÊt 5% /n¨m. Hái r»ng ng−êi ®ã 
nhËn ®−îc sè tiÒn nhiÒu h¬n hay Ýt h¬n bao 
nhiªu nÕu ng©n hµng tr¶ l·i suÊt 
4,2% /th¸ng? 

Bµi 2. Mét ng−êi muèn r»ng sau 2 n¨m ph¶i 
cã 20 triÖu ®ång ®Ó mua xe. Hái ng−êi ®ã 
ph¶i göi vµo ng©n hµng mét kho¶n tiÒn nh− 
nhau hµng th¸ng lµ bao nhiªu, biÕt r»ng l·i 
suÊt tiÕt kiÖm lµ  0,45% /th¸ng? 
Bµi 3. Mét ng−êi göi vµo ng©n hµng 50 triÖu 
®ång trong vßng 2 n¨m víi l·i suÊt lµ 
0,5% /th¸ng. Hái cuèi mçi th¸ng, vµo ngµy 
ng©n hµng tÝnh l·i, ng−êi ®ã rót ra mét sè 
tiÒn nh− nhau lµ bao nhiªu ®Ó sau 2 n¨m 
võa hÕt sè tiÒn ®· göi ë trªn?  

Bµi 4. Tõ khi Nam vµo líp 6 (lóc Nam 11 
tuæi), mçi th¸ng gia ®×nh göi 2 000 000 ®ång 
vµo ng©n hµng víi l·i suÊt 0,45% /th¸ng. Khi 
Nam b¾t ®Çu vµo häc §¹i häc (khi ®ã Nam 
®ñ 18 tuæi), th× gia ®×nh kh«ng göi tiÒn vµo 
ng©n hµng n÷a vµ Nam mçi th¸ng rót ra 
4 000 000 ®ång ®Ó chi tiªu. Hái Nam cã ®ñ 
chi tiªu trong 4 n¨m häc §¹i häc kh«ng? 



 

h−íng dÉn gi¶i ®Ò THI imc 2019 
 

vâ quèc b¸ cÈn 
Tr−êng Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, Hµ Néi 

  
(§Ò ®¨ng trªn TTT2 sè 203) 

Trong bµi nµy, chóng t«i chØ tr×nh bµy lêi gi¶i 
chi tiÕt cho phÇn II (®iÒn ®¸p sè) vµ phÇn III 
(tù luËn). 
D−íi ®©y lµ ®¸p ¸n cña phÇn I (tr¾c nghiÖm). 
1. D;  2. B;  3. B;  4. D;   
5. D;  6. B;  7. A;   8. C. 
D−íi ®©y lµ lêi gi¶i chi tiÕt cña phÇn II vµ phÇn 
III. 

9. + + − +(n 2)(n 1)n(n 1) 1

= + − + +2 2(n n 2)(n n) 1

= + − + + = + −2 2 2 2 2(n n) 2(n n) 1 (n n 1)  

= + −2| n n 1| .
 

10. §iÒu kiÖn: ≠x 1.  §Æt 
+= 2x 5

a
3

 vµ 

−
=

1 x
b ,

2
 ph−¬ng tr×nh ®· cho trë thµnh

 
−+ = + ⇔ − = − ⇔ − =1 1 1 1 a b

a b a b a b .
a b b a ab

Tõ ®ã ta cã a = b hoÆc ab = 1.  
> NÕu a = b, ta cã  

+ −
= ⇔ = −

2x 5 1 x
x 1.

3 2
 

> NÕu ab = 1, ta cã  

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = ⇔ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ = − = −

2x 5 1 x
1 (x 1)(2x 1) 0

3 2

1
x 1; x .

2

 

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã tËp nghiÖm lµ 

⎧ ⎫= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
S 1,  .

2
 

11. Râ rµng ®−êng th¼ng AB kh«ng song 
song víi trôc hoµnh nªn ph−¬ng tr×nh ®−êng 
th¼ng AB cã d¹ng y = ax + b. Do ®−êng th¼ng 

AB ®i qua hai ®iÓm A(−1, 1) vµ B(2, −3) nªn 

− + =⎧
⇒ = − = −⎨ + = −⎩

a b 1 4 1
a , b .

2a b 3 3 3
 

Do ®ã ®−êng th¼ng AB cã ph−¬ng tr×nh lµ  

= − −
4 1

y x .
3 3  

Gäi d lµ ®−êng th¼ng cÇn t×m. Dùng tam gi¸c 
®Òu ABC sao cho C n»m ë phÝa trªn ®−êng 

th¼ng AB (tøc ta ph¶i cã > − −C C
4 1

y x
3 3

) th× 

C thuéc d. 

 

Do tam gi¸c ABC ®Òu nªn BC2 = CA2 = AB2.  
Tõ ®ã, ta cã 

− + + = + + −

= + + − − =

2 2 2 2
C C C C

2 2

(x 2) (y 3) (x 1) (y 1)

(2 1) ( 3 1) 25.
 

V× − + + = + + −2 2 2 2
C C C C(x 2) (y 3) (x 1) (y 1)  

nªn − − =C C6x 8y 11 0,  hay 
+

= C
C

8y 11
x .

6
 

L¹i cã + + − =2 2
C C(x 1) (y 1) 25  nªn  

+⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔ + − =

2
2C

C

2
C C

8y 11
1 (y 1) 25

6

100y 200y 575 0.

 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy, ta ®−îc 

− +
=C

2 3 3
y

2
 (t−¬ng øng, 

+
=C

1 4 3
x

2
) 



 

hoÆc 
− −=C
2 3 3

y
2

 (t−¬ng øng, 
−=C

1 4 3
x

2
). 

§èi chiÕu víi ®iÒu kiÖn > − −C C
4 1

y x ,
3 3

 ta 

t×m ®−îc täa ®é ®iÓm C lµ 
⎛ ⎞+ − +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 4 3 2 3 3
,  .

2 2
 

Do B(2, −3) vµ 
⎛ ⎞+ − +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 4 3 2 3 3
C ,  

2 2
 thuéc 

d nªn d kh«ng song song víi trôc tung. 
Tõ ®ã, ph−¬ng tr×nh cña d cã d¹ng y = mx + n 
víi (m, n) lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 

⎧ ++ = −⎧ =⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎨+ − +
+ = +⎪ ⎪ = −⎩ ⎪⎩

48 25 32m n 3 m
39

1 4 3 2 3 3
m n 213 50 3

n .2 2
39

VËy ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng d cÇn t×m 

lµ 
+ += −48 25 3 213 50 3

y x .
39 39

 

12. Do ph−¬ng tr×nh ®· cho lu«n cã nghiÖm 
thùc víi mäi a nªn biÖt thøc Δ' cña ph−¬ng 
tr×nh ph¶i lu«n kh«ng ©m víi mäi a, tøc ta 
ph¶i cã a2 + a − 2b ≥ 0  víi mäi a, hay 

+
≥ ∀

2a a
b,

2
a.  

§iÒu nµy x¶y ra khi vµ chØ khi b nhá h¬n hoÆc 
b»ng gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc 

+=
2a a

T .
2

 Ta thÊy 

⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠= = ≥ = −

2

2
1 1 1a

a a 12 4 4T .
2 2 2 8

 

§¼ng thøc x¶y ra khi = − 1
a

2
 nªn = −min

1
T .

8
 

Tõ ®ã suy ra ≤ − 1
b .

8
 

13. Gi¶i thiÕt cña bµi to¸n cã thÓ ®−îc viÕt l¹i 
thµnh (a − 5)2 + (b − 12)2 + (c − 13)2 = 0.  
Tõ ®ã suy ra a = 5, b = 12, c = 13.  
V× 52 + 122 = 132 nªn tam gi¸c ABC vu«ng t¹i 
C, suy ra ®−êng cao øng víi c¹nh lín nhÊt 
cña tam gi¸c ABC chÝnh lµ ®−êng cao kÎ tõ 
C. Gäi hc chÝnh lµ ®é dµi ®−êng cao ®ã.  

Ta cã = =ABC c
1 1

S ch ab.
2 2

  

Suy ra 
⋅= = =c

ab 5 12 60
h .

c 13 13
 

14. Tõ ®å thÞ, ta suy ra k < 0 vµ ®iÓm A(2, 0) 
thuéc ®å thÞ hµm sè ®· cho, nªn 2k + b = 0  
⇔�b = −2k.  
Ta cã k(x − 3) + b > 0 ⇔ k(x − 3) − 2k > 0  
⇔ k(x − 5) > 0 ⇔ x < 5 (do k < 0). 
VËy tËp tÊt c¶ c¸c sè thùc x  tháa m·n yªu 
cÇu ®Ò bµi lµ { }∈= <\ |S xx 5 .  

15. Gäi O lµ t©m cña ®−êng trßn ®· cho.  
KÝ hiÖu c¸c ®Ønh cña c¸c h×nh vu«ng nh− h×nh 
vÏ bªn d−íi.  
Gäi B lµ trung ®iÓm cña AE vµ C lµ trung 
®iÓm cña DF th× O thuéc ®−êng th¼ng BC. 

 
Gäi x lµ ®é dµi mçi c¹nh cña c¸c h×nh vu«ng 

nhá th× ta cã = x
AB

2
 vµ CD = x. ¸p dông ®Þnh 

lý Pythagoras trong c¸c tam gi¸c OAB (vu«ng 
t¹i B) vµ OCD (vu«ng t¹i C), ta cã 

= = + = +

= = + = +

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

x
1 OA AB BO BO ,

4

1 OD CD CO x CO .

 

NÕu O thuéc tia ®èi cña tia CB th× OB = 2x + 

OC nªn = + = + +
2 2

2 2x x
1 OB (2x OC)

4 4
 

≥ + + > + =
2

2 2 2 2x
(2x) OC x OC 1

4  
(m©u thuÉn). 

NÕu O thuéc tia ®èi cña tia BC th× OC = 2x + 

OB nªn = + = + +2 2 2 21 x OC x (2x OB)  

> + > + =
2

2 2 2x
x OB OB 1.

4
(m©u thuÉn). 

Do ®ã O ph¶i n»m gi÷a hai ®Çu ®o¹n th¼ng 
BC. §Æt y = OC (0 < y < 2x) th× OB = 2x − y. 
Ta thu ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh 



 

⎧
+ − =⎪

⎨
⎪ + =⎩

2
2

2 2

x
(2x y) 1

4

x y 1.

 

Trõ hai ph−¬ng tr×nh theo vÕ, ta ®−îc 

− =
1

x(13x 16y) 0.
4

 Suy ra =
13

y x.
16

  

Thay vµo ph−¬ng tr×nh + =2 2x y 1,  ta ®−îc 

⎛ ⎞+ = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 13 16 17

x x 1 x
16 85

 (do >x 0 ). 

VËy ®é dµi c¹nh cña mçi h×nh vu«ng lµ 

16 17
.

85  
16. V× A vµ C ®èi xøng víi nhau qua ®−êng 
th¼ng BD nªn PA = PC.  
Suy ra PE + PC = PE + PA ≥ AE. 

 
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi P trïng víi oP  

lµ giao ®iÓm cña AE vµ BD.  
Do ®ã tæng PE + PC ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt khi 
vµ chØ khi P trïng víi oP .  

Qua E kÎ ®−êng th¼ng song song víi BD  c¾t 
AB t¹i F khi ®ã tam gi¸c BEF vu«ng c©n t¹i B. 
Tõ ®ã suy ra BE = BF = 2, AF = 7 vµ 

=EF 2 2.  ¸p dông ®Þnh lÝ Thales trong tam 
gi¸c AEF víi oP B  // EF, ta ®−îc 

⋅ ⋅= ⇒ = = =o
o

P B AB AB EF 5 2 2 10 2
P B .

EF AF AF 7 7

VËy khi PE + PC nhá nhÊt th× = =o
10 2

PB P B .
7

 

17.  Tr−êng hîp 1: b < a.  

 

§Æt BG = x th× AG = a − x. Do hai tam gi¸c 
FAG vµ FEH b»ng nhau nªn EH = AG = a − x. 
MÆt kh¸c, do hai tam gi¸c GBC vµ HDC 
b»ng nhau nªn DH = x.  
Tõ ®ã suy ra ED = a − 2x.  
V× AE + DE = AD nªn b + (a − 2x) = a, hay 
b = 2x. Nh− vËy, trong tr−êng hîp nµy, ta cã 

= =
BG x 1

.
AE b 2

 

 Tr−êng hîp 2: a < b < 2a. 

 
§Æt BG = x th× AG = a − x. Do hai tam gi¸c 
FAG vµ FEH b»ng nhau nªn EH = AG = a − x. 
MÆt kh¸c, do hai tam gi¸c GBC vµ HDC b»ng 
nhau nªn DH = x. Tõ ®ã suy ra ED = 2x − a.  
V× AD + DE = AE nªn a + (2x − a) = b. Suy ra 
b = 2x. Nh− vËy, trong tr−êng hîp nµy, ta 

còng cã = =BG x 1
.

AE b 2
 

Tãm l¹i, trong c¶ hai tr−êng hîp ta ®Òu cã 

=BG 1
.

AE 2
 

18. Ta cã 
+ −

= = − ≤
+ +

2

2 2

x 1 1 (x 1) 1
y .

2 2x 3 2(x 3)
 

§¼ng thøc x¶y ra khi x = 1 nªn 

== 1
max ya .

2
T−¬ng tù, ta còng cã

 
+ +

= = − + ≥ −
+ +

2

2 2

x 1 1 (x 3) 1
y .

6 6x 3 6(x 3)
 

§¼ng thøc x¶y ra khi x = −3 nªn 

−= =
1

min yb .
6

 

VËy + = − =
1 1 1

a b .
2 6 3

 



 

Ai lµ thñ ph¹m 
g©y ¸n? 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

TrÇn Ph−¬ng Nam (ghi l¹i)

«i sang nhµ th¸m tö Sª Lèc Cèc ®Ó 
c¶m ¬n anh ®· kÓ t«i nghe vÒ vô ¸n cã 
liªn quan tíi nh÷ng con sè trªn ®iÖn 

tho¹i cña n¹n nh©n v× cã nhiÒu b¹n ®äc nhá 
cña t¹p chÝ To¸n Tuæi th¬ 2 kh¸ høng thó vµ 
ph¸ ¸n thµnh c«ng. 
LÇn nµy, t«i ®Ò nghÞ th¸m tö kÓ cho t«i nghe 
mét vô ¸n mµ nhê kiÕn thøc cña m«n häc 
kh¸c To¸n ®Ó t×m ra thñ ph¹m. 
Sª Lèc Cèc nh×n t«i c−êi: 
- C¸c b¹n nhá cña To¸n Tuæi th¬ kh¸ thËt 
®Êy! Ph¸ ¸n vô Êy còng lµ mét c¸ch ¸p dông 
kiÕn thøc m«n To¸n vµo cuéc sèng. B©y giê 
th× thö xem c¸c b¹n nhá cã giái m«n Ho¸ 
häc kh«ng nhÐ! 
T«i trßn xoe m¾t: 
- Vô ¸n cã liªn quan tíi kiÕn thøc m«n Ho¸? 
Sª Lèc Cèc chËm r·i: 
- §óng thÕ! Mét h«m c¶nh s¸t tr−ëng gäi t«i 
®Õn gÊp hiÖn tr−êng vô ¸n x¶y ra trong 

phßng thÝ nghiÖm Ho¸ häc cña mét ViÖn 
nghiªn cøu. Khi t«i tíi n¬i th× n¹n nh©n ®ang 
n»m gôc nöa ng−êi trªn chiÕc bµn lµm viÖc. 
T«i ®eo g¨ng nhÑ lËt n¹n nh©n lªn mét chót 
th× thÊy mét tê giÊy ®· loang læ m¸u víi tªn 
hai ho¸ chÊt ch¾c ghi tõ chiÕc bót n»m c¹nh 
®Êy. Tªn c¸c ho¸ chÊt ghi trªn tê giÊy lµ: 
Lithium 
Sodium 
T«i hái c¶nh s¸t tr−ëng: “Ai b¸o tin cho 
ngµi?”. C¶nh s¸t tr−ëng kÓ: “Nh©n viªn b¶o 
vÖ thÊy muén råi mµ gi¸o s− ch−a vÒ nªn ®· 
vµo phßng thÝ nghiÖm. Khi thÊy c¶nh t−îng 
nµy ®· ®iÖn b¸o cho c¶nh s¸t ®Þa ph−¬ng. 
C¶nh s¸t ®Þa ph−¬ng b¸o t«i.” 
T«i hái tiÕp: “ViÖn nµy chØ cã mét lèi vµo duy 
nhÊt lµ qua phßng b¶o vÖ. H«m nay lµ ngµy 
nghØ nªn sè ng−êi ®Õn ViÖn ch¾c kh«ng 
nhiÒu. Ngµi ®· biÕt nh÷ng ai ®Õn ViÖn ngµy 
h«m nay kh«ng?”. C¶nh s¸t tr−ëng ®−a t«i 

T 



 

danh s¸ch mµ b¶o vÖ cung cÊp, kÓ c¶ b¶o 
vÖ th× cã 5 ng−êi trong danh s¸ch: 
Piter 
Lina 
Leo  
Lotus  
Julia  
T«i c−êi nãi víi «ng ta: T«i cÇn ngay ®Þa chØ 
cña mét ng−êi trong sè nµy vµ chóng ta ®Õn 
b¾t ngay kÎ thñ ph¹m kÎo tªn nµy “cao ch¹y, 
xa bay”. 
Nghe ®Õn ®Êy, t«i ng¹c nhiªn: 
- T¹i sao th¸m tö l¹i biÕt ngay ®−îc ®Ých 
danh thñ ph¹m? 
Th¸m tö c−êi:  
- Gi¸o s− ®· kÞp ghi l¹i… tªn thñ ph¹m. Nhí 
kiÕn thøc Ho¸ häc tõ thêi ®i häc nªn ch¼ng 
khã kh¨n ®Ó biÕt tªn kÎ giÕt ng−êi. 
T«i vèn dèt m«n Ho¸ nªn cø ng¬ ng¸c.  
Sª Lèc Cèc vç vai: 
- §¨ng lªn To¸n Tuæi th¬ ®i… C¸c b¹n nhá 
sÏ biÕt ai lµ thñ ph¹m! 

Nµo c¸c b¹n nhá yªu chuyªn môc nµy h·y ra 
tay nhÐ! C¸c b¹n cã thÓ tra cøu l¹i nh÷ng kiÕn 
thøc Ho¸ häc ®Ó nhanh chãng biÕt tªn thñ 
ph¹m nh− th¸m tö Sª Lèc Cèc nhÐ! 
 

(TTT2 sè 202) 

Nh÷ng con sè trªn ®iÖn 
tho¹i cña n¹n nh©n 

Trong vô ¸n nµy, manh mèi ®Ó t×m ra thñ 
ph¹m chÝnh lµ chiÕc ®iÖn tho¹i cña n¹n nh©n 
víi d·y sè 2-4-8-10 trªn mµn h×nh ®iÖn tho¹i. 
Tho¹t nh×n d·y sè ®ã, chóng ta ¾t sÏ nghÜ tíi 
quy luËt cña d·y sè, hay lµ d·y sè ®ã cã liªn 
quan g× tíi ch÷ c¸i. Nh−ng “ch×a khãa” ®Ó gi¶i 
m· “bÝ Èn” l¹i n»m ë chiÕc ®ång hå treo 
t−êng. Chóng ta h·y ®Ó ý tíi bèn con sè 2, 4, 
8, 10 trªn ®ång hå, khi nèi chóng l¹i víi nhau 
theo ®óng thø tù sÏ t¹o thµnh h×nh ch÷ nhËt. 
KÕt hîp víi h×nh x¨m trªn c¸nh tay cña 3 kÎ 
t×nh nghi, ta cã thÓ kh¼ng ®Þnh ch¾c ch¾n 

r»ng: Ng−êi cã vÕt x¨m h×nh ch÷ nhËt chÝnh lµ 
thñ ph¹m vô träng ¸n nµy. 

NhËn xÐt. K× nµy cã rÊt nhiÒu b¹n tham gia 
ph¸ ¸n. ThËt vui v× tÊt c¶ c¸c b¹n còng “tµi 
t×nh” kh«ng kÐm g× th¸m tö Sª Lèc Cèc. PhÇn 
quµ sÏ ®−îc göi tíi c¸c b¹n sau: D−¬ng Nh− 
Quúnh, 7A, THCS Lý Tù Träng, B×nh Xuyªn, 

VÜnh Phóc; L−u Thïy D−¬ng, 8A3, THCS 

TrÇn §¨ng Ninh, TP. Nam §Þnh, Nam §Þnh; 
§inh Thóy V©n, 8B, THCS T©n B×nh, TP. Tam 

§iÖp, Ninh B×nh; Lª Phó Quang, 7D, THCS 

Nh÷ B¸ Sü, Ho»ng Hãa, Thanh Hãa; TrÇn 
Minh Hoµng, 7E, THCS NguyÔn Tr·i, Nghi 

Xu©n, Hµ TÜnh. 

C¸c “th¸m tö nhÝ” sau còng rÊt ®¸ng khen: 
NguyÔn Kim Dung, 9A5, THCS CÇu GiÊy, Q. 

CÇu GiÊy, Hµ Néi; L−u Thµnh §¹t, 7A1, 
THCS NguyÔn §¨ng §¹o, TP. B¾c Ninh; Bïi 
B¸ Minh §øc, 6A, Lª H−¬ng Th¶o, 6C, 
NguyÔn Th−êng Phong, 7A, THCS Hµn 
Thuyªn, L−¬ng Tµi, B¾c Ninh; TrÇn Trung 
Phóc, 8A4, THCS Ng« Gia Tù, Hång Bµng, 

H¶i Phßng; NguyÔn Huy Hoµng S¬n, 6A2, 
NguyÔn Long An, 7A1, THCS Yªn L¹c, Yªn 
L¹c; B¹ch Th¸i S¬n, 7A1, THCS VÜnh Yªn, 

TP. VÜnh Yªn, VÜnh Phóc; Vò §øc §¹t, 7C, 
Hoµng Minh Vò, 7D, THCS V¨n Lang, 
TP. ViÖt Tr×; Ph¹m Minh Ch©u, §ç Ngäc TiÕn, 

7A3, THCS L©m Thao, L©m Thao, Phó Thä; 
Ph¹m Hoµng NhËt Minh, 6A, §oµn Nguyªn 
Vò, L−u Ngäc DiÖp, 6B, §oµn Xu©n B¶ng, 
7D, THCS NguyÔn HiÒn, Nam Trùc, Nam 
§Þnh; Phan Thïy Tr©m, Ng« BÝch Loan, 7C, 

THCS B¹ch Liªu, Yªn Thµnh, NghÖ An; Lª 
ThÞ Ph−¬ng Th¶o, 8A, Lª ThÞ DiÖu Thóy, 9A, 

THCS B×nh ThÞnh, §øc Thä, Hµ TÜnh. 

Th¸m tö Sª Lèc Cèc 
 



 

 cã tån t¹i tam gi¸c kh«ng?
Bµi to¸n. Trong tam gi¸c ABC vÏ ®−êng cao AH, trung tuyÕn BG vµ 

ph©n gi¸c CK, chóng c¾t nhau t¹o thµnh tam gi¸c DEF (nh− h×nh vÏ). 

Hái cã tam gi¸c ABC nµo ®Ó tam gi¸c DEF lµ tam gi¸c ®Òu hay kh«ng?  

 

NguyÔn xu©n b×nh 
(Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam) 

   (TTT2 sè 202) 

GãC SóT LíN NHÊT 
Lêi gi¶i. VÞ trÝ tèt nhÊt ®Ó sót bãng vµo l−íi lµ 

vÞ trÝ E trªn ®−êng th¼ng d sao cho ®−êng 

trßn (ABE) tiÕp xóc víi d.  

 

Ta chøng minh gãc nh×n tõ E ®Õn AB kh«ng 

nhá h¬n gãc nh×n tõ ®iÓm M tïy ý trªn d ®Õn 

AB. 

ThËt vËy, gäi M lµ ®iÓm tïy ý trªn d, ®−êng 

th¼ng MA c¾t ®−êng trßn (ABE) t¹i ®iÓm C.  

Ta cã 

n nACB AMB>  (gãc ngoµi tam gi¸c BMC). 

Mµ n nACB AEB=  (cïng ch¾n cung AB trªn 

®−êng trßn (ABE)). 

Suy ra n nAEB AMB.>  

VËy ®iÓm E trªn ®−êng th¼ng d cã gãc sót 

lín nhÊt ®Õn khung thµnh AB. 

NhËn xÐt. RÊt ®¸ng tiÕc k× nµy kh«ng b¹n 

nµo cã lêi gi¶i ®óng. 

vò ®×nh hßa 
 



 

mét sè ph−¬ng ph¸p 
t×m cùc trÞ h×nh häc 

tr−¬ng quang an 
NghÜa Th¾ng, T− NghÜa, Qu¶ng Ng·i 

Bµi viÕt nµy chóng t«i xin giíi thiÖu vÒ mét sè 
ph−¬ng ph¸p t×m cùc trÞ th−êng gÆp trong 
c¸c bµi to¸n h×nh häc ph¼ng.  
1. VËn dông quan hÖ gi÷a độ dài ®−êng 
xiªn vµ ®−êng vu«ng gãc 
Bµi to¸n 1. Cho h×nh vu«ng ABCD. Trªn c¸c 
c¹nh AB, BC, CD, DA ta lÊy theo thø tù c¸c 
®iÓm E, F, G, H sao cho AE = BF = CG = 
DH. X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña c¸c ®iÓm E, F, G, H 
sao cho tø gi¸c EFGH cã chu vi nhá nhÊt. 
Lêi gi¶i. 

 
DÔ thÊy 
ΔHAE = ΔEBF = ΔFCG = ΔGDH (c.g.c). 

Suy ra HE = EF = FG = GH vµ n n=AHE BEF  
n n n n⇒ + = + = oBEF AEH AHE AEH 90 .  

Tõ ®ã ta cã tø gi¸c EFGH lµ h×nh vu«ng.  
Gäi O lµ giao ®iÓm cña AC vµ EG. 
Tø gi¸c AECG cã AE = CG, AE // CG nªn 
AECG lµ h×nh b×nh hµnh. 
Suy ra O lµ trung ®iÓm cña AC vµ cña EG, 
do ®ã O lµ t©m cña c¶ hai h×nh vu«ng ABCD 
vµ EFGH. 

V× ΔHOE vu«ng c©n t¹i O nªn =HE 2OE.  

Chu vi tø gi¸c EFGH lµ =4HE 4 2OE.  
Do ®ã chu vi EFGH nhá nhÊt 
⇔  OE nhá nhÊt.  

KÎ ⊥ ∈OK AB(K AB).  

Theo quan hÖ gi÷a độ dài ®−êng vu«ng gãc 

vµ ®−êng xiªn OE ≥ OK (®é dµi OK kh«ng 

®æi) nªn OE = OK ⇔ E ≡ K. 
Do ®ã chu vi tø gi¸c EFGH nhá nhÊt khi vµ 
chØ khi E, F, G, H lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña 
AB, BC, CD, DA. 
Bµi to¸n 2. Cho ®o¹n th¼ng AB cã ®é dµi 
2a. VÏ vÒ mét phÝa cña AB c¸c tia Ax vµ By 
vu«ng gãc víi AB. Qua trung ®iÓm M cña AB 
cã hai ®−êng th¼ng thay ®æi lu«n vu«ng gãc 
víi nhau vµ c¾t Ax, By theo thø tù ë C, D. 
X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña c¸c ®iÓm C, D sao cho 
tam gi¸c MCD cã diÖn tÝch nhá nhÊt. 
Lêi gi¶i. Gäi K lµ giao ®iÓm cña CM vµ DB. 

ΔMAC = ΔMBK (g.c.g) ⇒ MC = MK.  

ΔDCK cã ®−êng cao DM lµ trung tuyÕn nªn 

ΔDCK lµ tam gi¸c c©n t¹i D. 

Suy ra n n=CDM KDM.  

KÎ ⊥ ∈MH CD(H CD).  

Do M thuéc tia ph©n gi¸c cña gãc CDK nªn 
MH = MB = a.  

 

Ta cã 

= ≥ = = 2
MCD

1 1 1
S CD.MH AB.MH .2a.a a .

2 2 2
 



 

§¼ng thøc x¶y ra khi CD ⊥��Ax, khi ®ã 
n n= =o oAMC 45 , BMD 45 .  

Do ®ã tam gi¸c MCD cã diÖn tÝch nhá nhÊt 
khi c¸c ®iÓm C, D ®−îc x¸c ®Þnh trªn Ax, By 

sao cho AC = BD = a. 

Bµi to¸n 3. Cho tam gi¸c ABC cã gãc B lµ 
gãc tï, ®iÓm D di chuyÓn trªn c¹nh BC. X¸c 
®Þnh vÞ trÝ cña ®iÓm D sao cho tæng c¸c 
kho¶ng c¸ch tõ B vµ tõ C ®Õn ®−êng th¼ng 
AD cã gi¸ trÞ lín nhÊt. 

Lêi gi¶i.  

 

Gäi E, F lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu cña B, C trªn 

AD. Ta cã SABD + SACD = SABC hay  

+ = ABC
1 1

.AD.BE .AD.CF S .
2 2

  

Suy ra BE + CF = ABC2S

AD
. 

Do ®ã BE + CF lín nhÊt khi vµ chØ khi ®−êng 
xiªn AD nhá nhÊt hay h×nh chiÕu HD cña AD 
trªn BC lµ nhá nhÊt. 

V×  HD ≥ HB (do n > oABD 90 ) nªn HD = HB 

khi vµ chØ khi D ≡ B. 
VËy khi D trïng B th× tæng c¸c kho¶ng c¸ch 
tõ B vµ tõ C ®Õn AD cã gi¸ trÞ lín nhÊt. 

2. Quan hÖ gi÷a ®é dµi ®o¹n th¼ng vµ độ 
dài ®−êng gÊp khóc 

Bµi to¸n 4.  Cho tam gi¸c ABC nhän. Dùng 
tam gi¸c MNP néi tiÕp tam gi¸c ABC (M 
thuéc AB, N thuéc BC, P thuéc AC) sao cho 
tam MNP cã chu vi nhá nhÊt. 
Lêi gi¶i. Dùng c¸c ®iÓm E, F ®èi xøng víi N 
lÇn l−ît qua AB, AC (H×nh a).  
Chu vi tam gi¸c MNP lµ  

NM + MP + PN = EM + MP + PF ≥ EF. 
Ta cÇn xÐt khi nµo th× EF nhá nhÊt. 

 

(H×nh a) 

Ta cã n m m n= + =1 2EAF 2A 2A 2BAC . 

V× ΔEAF lµ tam gi¸c c©n cã gãc ë ®Ønh kh«ng 
®æi nªn c¹nh ®¸y EF nhá nhÊt khi vµ chØ khi 
c¹nh bªn AE nhá nhÊt hay AN nhá nhÊt, tøc 
lµ N lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn c¹nh 
BC (H×nh b).  
XÐt tam gi¸c NMP cã MB lµ ®−êng ph©n gi¸c 
ngoµi cña gãc NMP, PC lµ ®−êng ph©n gi¸c 
ngoµi cña gãc NPM mµ MB c¾t PC t¹i A nªn 
NA lµ tia ph©n gi¸c cña gãc MNP. 

 

(H×nh b) 

V× AN ⊥  NC nªn NC lµ ®−êng ph©n gi¸c 
ngoµi cña gãc MNP, PC lµ ®−êng ph©n gi¸c 
ngoµi cña gãc MPN. 
Mµ NC c¾t PC t¹i C nªn MC lµ tia ph©n gi¸c 
trong cña gãc NMP, tõ ®ã suy ra MB ⊥  MC. 
T−¬ng tù PC ⊥  PB. 
VËy chu vi tam gi¸c MNP nhá nhÊt khi M, N, 
P lµ ch©n ba ®−êng cao cña tam gi¸c ABC.  

Bµi to¸n 5. Cho hai ®iÓm A vµ B n»m trong 
nöa mÆt ph¼ng cã bê lµ ®−êng th¼ng d. Hai 

®iÓm M, N thuéc d vµ dé dµi MN = a (kh«ng 
®æi). X¸c ®Þnh vÞ trÝ hai ®iÓm M, N ®Ó ®−êng 
gÊp khóc AMNB cã ®é dµi nhá nhÊt. 



 

Lêi gi¶i. Dùng h×nh b×nh hµnh BNMB’ th× BB’ 
= MN = a (kh«ng ®æi) nªn B’ cè ®Þnh. 
Gäi A’ lµ ®iÓm ®èi xøng cña A qua ®−êng 
th¼ng d th× A’ cè ®Þnh vµ A’M = AM. 

 

Ta cã AM + MN + NB =�A’M + MN + MB’ 
= (A’M + MB’) + MN ≥ A’B’ + a (kh«ng ®æi). 
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi M trïng víi 
M1 lµ giao ®iÓm cña A’B’ víi ®−êng th¼ng d, 
N trïng víi N1 (M1N1 = a, N1 ∈ d). 

3. Quan hÖ gi÷a độ dài d©y cung vµ 
®−êng kÝnh ®−êng trßn 
Bµi to¸n 6. Cho nöa ®−êng trßn (O; R) 
®−êng kÝnh AB. M lµ ®iÓm di ®éng trªn nöa 
®−êng trßn. Qua M kÎ tiÕp tuyÕn víi nöa  
®−êng trßn. Gäi D, C lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu 
cña A; B trªn tiÕp tuyÕn Êy. X¸c ®Þnh vÞ trÝ 
cña ®iÓm M ®Ó diÖn tÝch tø gi¸c ABCD cã gi¸ 
trÞ lín nhÊt. 
Lêi gi¶i. Ta cã AD ⊥ DC, BC ⊥ DC. 
Suy ra�AD // BC nªn ABCD lµ h×nh thang 
vu«ng. 
V× OM ⊥ DC nªn OM // AD vµ O lµ trung 
®iÓm AB nªn OM lµ ®−êng trung b×nh cña 
h×nh thang ABCD. 

Do ®ã 
+= =ABCD

AD BC
S .DC OM.DC.

2
 

 

VÏ AE ⊥ BC ⇒�n n n= = = oADC DCE AEC 90  
nªn tø gi¸c ADCE lµ h×nh ch÷ nhËt. 
⇒ DC = EA . 

L¹i cã n = oAEB 90  nªn E thuéc nöa ®−êng 
trßn (O) ®−êng kÝnh AB. 
Tõ ®ã ta cã 

= ≤ = = 2
ABCDS AE.OM AB.OM 2R.R 2R  

(kh«ng ®æi). 
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi AE lµ ®−êng 
kÝnh cña (O; R) khi ®ã OM ⊥ AB t¹i O 
⇔ M lµ ®iÓm chÝnh gi÷a cña cung AB. 
Bµi to¸n 7. Cho ®−êng trßn (O; R), BC lµ 
d©y cung cè ®Þnh (BC ≠ 2R). A lµ ®iÓm 
chuyÓn ®éng trªn cung lín BC. X¸c ®Þnh vÞ 
trÝ cña A ®Ó chu vi tam gi¸c ABC lín nhÊt. 
Lêi gi¶i. Trªn tia ®èi cña tia AB lÊy D sao 
cho AD = AC. Ta cã ΔADC c©n t¹i A nªn 

n n p= = = α
BAC 1

BDC s®BC
2 4

(kh«ng ®æi). 

Mµ BC cè ®Þnh, suy ra D thuéc cung chøa 
gãc α  dùng trªn ®o¹n th¼ng BC. 

 
Gäi PABC lµ chu vi cña tam gi¸c ABC. 
Ta cã PABC = AB + AC + BC (BC kh«ng ®æi) 
lín nhÊt 
⇔ AB + AC = AB + AD = BD ®¹t gi¸ trÞ lín 
nhÊt hay BD lµ ®−êng kÝnh cña cung chøa 
gãc nãi trªn. Khi ®ã 
n n n n n= = + = +oBCD 90 ACB ACD ABC ADC.  

Mµ n n=ACD ADC (v× AC = AD). 

Do ®ã n n=ABC ACB  ⇔ s®pAB = s®pAC.  
Suy ra A lµ ®iÓm chÝnh gi÷a cña cung lín 
BC. 
4. Sö dông bÊt ®¼ng thøc ®¹i sè  
Bµi to¸n 8.  Cho M lµ ®iÓm di ®éng trªn nöa 
®−êng trßn (O; R) ®−êng kÝnh AB. X¸c ®Þnh 

vÞ trÝ ®iÓm M ®Ó +MA 3MB ®¹t gi¸ trÞ lín 
nhÊt. 



 

Lêi gi¶i. Tam gi¸c AMB cã n = oAMB 90 nªn 
theo ®Þnh lÝ Pythagoras ta cã 

+ = =2 2 2 2MA MB AB 4R .   

 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunyakovsky ta cã 

+ = +

≤ + + = =2 2 2

MA 3.MB |MA 3.MB |

(1 3)(MA MB ) 4.4R 4R.
  

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 

n= = ⇔ =o oMA 1
tan30 ABM 30 .

MB 3
  

VËy +MA 3MB  ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt khi M 

thuéc cung AB sao cho s®p = oMA 60 . 
Bµi to¸n 9. Cho ®iÓm M di ®éng trªn ®o¹n 
th¼ng AB cã ®é dµi b»ng a kh«ng ®æi. Trªn 
nöa mÆt ph¼ng bê chøa AB, vÏ c¸c tam gi¸c 
®Òu AMC vµ BMD. X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña M ®Ó 
tæng diÖn tÝch c¸c tam gi¸c AMC vµ BMD lµ 
nhá nhÊt. 
Lêi gi¶i. §Æt MA = x, MB = y. Ta cã 

= =
2 2

AMC BMD
x 3 y 3

S ,S .
4 4

 

 
Do ®ã 

+ = +

+
≥ =

2 2
AMC BMD

2
2

3
S S (x y )

4

3 (x y) 3
. a .

4 2 8

 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = y khi ®ã 
M lµ trung ®iÓm cña AB. 

VËy SAMC + SBMD nhá nhÊt b»ng 23
a

8
 khi M 

lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB. 

Bµi to¸n 10. Cho h×nh vu«ng ABCD cã c¹nh 
b»ng 12 cm, E lµ trung ®iÓm cña CD, ®iÓm F 
thuéc c¹nh BC sao cho CF = 4 cm. C¸c 
®iÓm G vµ H theo thø tù di chuyÓn trªn c¸c 
c¹nh AB vµ AD sao cho GH // EF. X¸c ®Þnh 
vÞ trÝ cña ®iÓm G sao cho tø gi¸c EFGH cã 
diÖn tÝch lín nhÊt. TÝnh diÖn tÝch lín nhÊt ®ã. 
Lêi gi¶i.  

 

§Æt BG = x th× AG = 12 − x. 
V× EF // GH nªn ΔGAH  ΔECF (g.g). 
Suy ra 

−
= ⇔ = ⇒ = −

AH AG AH 12 x 2
AH 8 x

CF CE 4 6 3
  

⇒ = − = +
2

DH AD AH 4 x.
3

 Ta cã 

SEFGH = SABCD − SAGH − SBFG − SCEF − SDHE 
⎛ ⎞= − − − − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
144 . 8 x (12 x) 4x 12 (12 2x)

2 3

= − + − − −21
144 48 8x x 6x 24

3

= − + + = − − + ≤2 21 1
x 2x 72 (x 3) 75 75.

3 3
 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = 3 hay 
®iÓm G n»m trªn c¹nh AB sao cho BG = 3 cm. 
VËy tø gi¸c EFGH cã diÖn tÝch lín nhÊt b»ng 
75 cm2.  
Bµi tËp tù luyÖn 
Bµi 1. Cho tam gi¸c ABC c©n (AB = AC). 
LÊy ®iÓm D trªn c¹nh BC (D kh¸c B,C). Gäi 

1 2r ,r  lÇn l−ît lµ b¸n kÝnh ®−êng trßn néi tiÕp 

tam gi¸c ABD vµ ACD. X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña D 
®Ó tÝch r1r2 ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt. 
Bµi 2. Cho h×nh vu«ng ABCD cã AB = 6m, 
®iÓm E n»m trªn c¹nh AB sao cho AE = 2m. 
X¸c ®Þnh vÞ trÝ ®iÓm F trªn c¹nh BC sao cho 
h×nh thang EFGH (G thuéc c¹nh CD, H 
thuéc c¹nh AB vµ EH // GF // BD) cã diÖn 
tÝch lín nhÊt. TÝnh diÖn tÝch lín nhÊt ®ã. 



 

Mét sè øng dông cña 
bÊt ®¼ng thøc Minkowski 

Bïi Minh Trung 
Tr−êng THCS Mü Long Nam, CÇu Ngang, Trµ Vinh 

BÊt ®¼ng thøc Minkowski: Cho hai d·y sè 
thùc (a1, a2, ..., an) vµ (b1, b2, ..., bn) th× ta 

lu«n cã 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 n na b a b .... a b+ + + + + +  

2 2
1 2 n 1 2 n(a a ... a ) (b b ... b ) .≥ + + + + + + +  

NÕu b1, b2, ..., bn kh¸c 0 th× ®¼ng thøc x¶y ra 

khi = = =1 2 n

1 2 n

a a a
....

b b b
. BÊt ®¼ng thøc nµy cã 

thÓ chøng minh b»ng h×nh häc nhê c«ng thøc 
tÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm trªn mÆt 
ph¼ng täa ®é. D−íi ®©y lµ mét sè øng dông 
cña bÊt ®¼ng thøc trªn. 

1. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ®Ó 
gi¶i ph−¬ng tr×nh 

Bµi to¸n 1. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

2 2x 12x 61 x 14x 113 338. (1)+ + + − + =  

Lêi gi¶i.  §KX§ 

⎧ ⎧+ + ≥ + + ≥⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
− + ≥ − + ≥⎪ ⎪⎩ ⎩

2 2

2 2

x 12x 61 0 (x 6) 25 0

x 14x 113 0 (x 7) 64 0.
 

Do ®ã ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh víi mäi sè thùc x. 
Ph−¬ng tr×nh ®· cho t−¬ng ®−¬ng víi 

+ + + − + =2 2 2 2(x 6) 5 (7 x) 8 338.  

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ta ®−îc 

VT(1) =� + + + − +2 2 2 2(x 6) 5 (7 x) 8   

≥ + + − + + =2 2(x 6 7 x) (5 8) 338 = VP(1). 

§¼ng thøc x¶y ra khi + = −(x 6).8 5(7 x)  

⇔ = −x 1. 
Do ®ã = −x 1 lµ nghiÖm duy nhÊt cña 
ph−¬ng tr×nh. 

Bµi to¸n 2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

− + + − +

= − +

2 2

2

8x 16x 10 2x 4x 4

7 x 2x. (1)
 

Lêi gi¶i. §KX§ 

⎧ ⎧− + ≥ − + ≥
⎪ ⎪⎪ ⎪− + ≥ ⇔ − + ≥⎨ ⎨
⎪ ⎪

− + ≥ − ≤⎪ ⎪⎩ ⎩

2 2

2 2

2 2

8x 16x 10 0 8(x 1) 2 0

2x 4x 4 0 2(x 1) 2 0

7 x 2x 0 (x 1) 8

 

⇔ − ≤ ≤ +1 2 2 x 1 2 2.  

Ph−¬ng tr×nh (1) t−¬ng ®−¬ng víi 

− + − + − +

= − −

2 2 2 2

2

(2x 1) (3 2x) (2 x) x

8 (x 1) . (2)
                

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ta ®−îc 

2 2 2 2

2 2

2 2

(2x 1) (3 2x) (2 x) x

(2x 1 2 x) (3 2x x)

2x 4x 10 2(x 1) 8 8. (3)

− + − + − +

≥ − + − + − +

= − + = − + ≥
 

Tõ (2) vµ (3) ta cã 

− − ≥ ⇔ − − ≥

⇔ − ≤

2 2

2

8 (x 1) 8 8 (x 1) 8

(x 1) 0.
 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 

− =⎧
⎨ − = − −⎩

x 1 0

(2x 1)x (3 2x)(2 x)
 

2 2

x 1
x 1

2x x 2x 7x 6

=⎧⎪⇔ ⇔ =⎨
− = − +⎪⎩

 
(Tháa m·n §KX§). 

VËy x = 1 lµ nghiÖm duy nhÊt cña ph−¬ng 
tr×nh. 



 

2. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ®Ó 
gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 
Bµi to¸n 3. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

⎧ + + =⎪
⎨
⎪ − + + − + =⎩

2 2

2 2

x xy y 12

x x 1 y y 1 2 3.
 

Lêi gi¶i. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski 
ta cã 

− + + − +2 2x x 1 y y 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 22 2
x 3 y 3

1 x 1 y
2 2 2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞≥ − + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22
x y 3x 3y

1 1
2 2 2 2

= + + = =2 2x xy y 12 2 3.  

§¼ng thøc x¶y ra khi x = y = 2. 

VËy nghiÖm cña hÖ lµ (x ; y) = (2 ; 2).  

Bµi to¸n 4. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

⎧
+ + + =⎪⎪

⎨
⎪

− − =⎪⎩

2 2
2 2

1 1 5 2
x y

2x y

x y 2 2.

 

Lêi gi¶i. §KX§ ≥ ≥x 2; y 2.  

Ta cã + = + + ≥ + =1 x 1 3x x 1 3.2 5
x 2 . .

x 4 x 4 4 x 4 2
 

T−¬ng tù + ≥1 5
y .

y 2
 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ta cã 

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + ≥ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≥ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22
2 2

2 2

2 2

1 1 1 1
x y x y

x yx y

5 5 5 2
.

2 2 2

§¼ng thøc x¶y ra khi x = y = 2. 
Thay vµo ph−¬ng tr×nh thø hai thÊy tháa 
m·n. 

VËy nghiÖm cña hÖ lµ (x ; y) = (2 ; 2).  

3. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ®Ó 
chøng minh bÊt ®¼ng thøc  

Bµi to¸n 5. Cho x, y, z lµ c¸c sè thùc d−¬ng. 
Chøng minh r»ng 

− + + − + ≥ + +2 2 2 2 2 2x xy y y yz z z zx x .

Lêi gi¶i. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski 

ta cã − + + − +2 2 2 2x xy y y yz z  

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 22 2
3 x 3 z

x y z y
2 2 2 2

 
⎛ ⎞ ⎛ ⎞≥ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= + +

2 2

2 2

3 3 x z
x z

2 2 2 2

z zx x .

 Bµi to¸n 6. Cho c¸c sè thùc d−¬ng a, b, c 

tháa m·n ab + bc + ca = abc. Chøng minh 

r»ng

+ + +
+ + ≥

2 2 2 2 2 2b 2a c 2b a 2c
3.

ab bc ca  

Lêi gi¶i. Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra + + =1 1 1
1.

a b c
 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ta cã 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

22

2 2

22

b 2a c 2b a 2c

ab bc ca

1 2 1 2 1 2

a b b c c a

1 1 2 2 1 2

a b b c c a

1 1 1 2 2 2

a b c a b c

1 1 1
3

a b c

3.1 3.

+ + +
+ +

= + + + + +

⎛ ⎞⎛ ⎞≥ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞≥ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

 

§¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c = 3. 

Bµi to¸n 7. Cho x, y, z lµ c¸c sè thùc d−¬ng 

vµ + + ≤x y z 1. Chøng minh r»ng 

= + + + + + ≥2 2 2
2 2 2

1 1 1
P x y z 82.

x y z  



 

Lêi gi¶i. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski 

ta cã 

= + + + + +

⎛ ⎞
≥ + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2
2 2 2

2
2

1 1 1
P x y z

x y z

1 1 1
(x y z) . (1)

x y z

 

MÆt kh¸c ¸p dông bÊt ®¼ng thøc AM -GM ta cã 

⎛ ⎞
+ + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 1 1 1

(x y z)
x y z  

⎛ ⎞
= + + + + + − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 21 1 1

81(x y z) 80(x y z)
x y z

⎛ ⎞
≥ + + + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 1 1 1

2 81.(x y z) . 80.1
x y z  

⎛ ⎞
= + + + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
≥ − =

1 1 1
2.9(x y z) 80

x y z

2.9.9 80 82.  

Thay vµo (1) ta ®−îc 

= + + + + + ≥2 2 2
2 2 2

1 1 1
P x y z 82.

x y z
 

§¼ng thøc x¶y ra khi = = = 1
x y z .

3
 

4. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ®Ó 
t×m cùc trÞ cña mét biÓu thøc ®¹i sè 
Bµi to¸n 8. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu 

thøc = − + + + +2 2P 2 9x 6x 2 3 4x 4x 2.  

Lêi gi¶i. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski 

ta cã  = − + + + +2 2P 2 9x 6x 2 3 4x 4x 2  

= − + + + +2 2 2 2(2 6x) 2 (6x 3) 3  

≥ − + + + + =2 2(2 6x 6x 3) (2 3) 5 2.  

§¼ng thøc x¶y ra khi 
2 6x 2

x 0.
6x 3 3

−
= ⇔ =

+
 

VËy minP 5 2=  khi x = 0. 

Bµi to¸n 9. Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc bÊt k×. 

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc 

2 2 2 2 2 2P a (1 b) b (1 c) c (1 a) .= + − + + − + + −  

Lêi gi¶i. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski 
ta cã 

= + − + + − + + −

≥ + + + − − −

2 2 2 2 2 2

2 2

P a (1 b) b (1 c) c (1 a)

(a b c) (3 a b c) .

MÆt kh¸c ta cã 

+ + + − − −

= + + − + + +

⎛ ⎞= + + − + ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2

2

(a b c) (3 a b c)

2(a b c) 6(a b c) 9

3 9 9
2 a b c .

2 2 2

 

§¼ng thøc x¶y ra khi = = =
1

a b c .
2

 

VËy =min
3 2

P
2

  khi = = =
1

a b c .
2

 

Bµi to¸n 10. Cho a, b lµ c¸c sè thùc tháa 

m·n + + = 25
(a 2)(b 2)

4
. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt 

cña biÓu thøc = + + +4 4F 1 a 1 b .
 

Lêi gi¶i. Theo gi¶ thiÕt ta cã 

+ + = ⇔ + + =25 9
(a 2)(b 2) ab 2a 2b

4 4
. 

Ta l¹i cã 
2 2

2 2a b 1 1
ab; 2a 2a; 2b 2b.

2 2 2

+
≥ + ≥ + ≥   

Céng vÕ víi vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta cã 

+ + + + ≥ + + =

⇒ + ≥ ⇒ + ≥

2 2
2 2

2 2
2 2

a b 9
2a 2b 1 ab 2a 2b

2 4

5a 5b 5 1
a b .

2 2 4 2

 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Minkowski ta cã 

= + + + = + + +

⎛ ⎞≥ + + + ≥ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 4 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

F 1 a 1 b 1 (a ) 1 (b )

1 17
(1 1) (a b ) 4 .

2 2
 

§¼ng thøc x¶y ra khi = =
1

a b .
2

 

VËy min
17

F
2

=  khi = =
1

a b .
2

 



 

TrËn ®Êu thø mét tr¨m s¸u m−¬i CHÝN 
Ng−êi th¸ch ®Êu: NguyÔn Minh Hµ, Hµ Néi. 
Bµi to¸n th¸ch ®Êu: Cho nöa ®−êng trßn t©m O, ®−êng kÝnh AB. Hai 

®iÓm C, D ch¹y trªn nöa ®−êng trßn sao cho n = oCOD 90  vµ 

n n<AOC AOD.  T×m vÞ trÝ cña C, D sao cho tÝch AD.BC ®¹t gi¸ trÞ lín 

nhÊt.  

Thêi h¹n: Tr−íc ngµy 08.3.2019 theo dÊu b−u ®iÖn. 

 TrËn ®Êu thø mét tr¨m s¸u m−¬i b¶y  (TTT2 sè 202) 

§Ò bµi. Cã n ®éi bãng tham gia mét gi¶i thi 

®Êu bãng ®¸ (n ∈ N, n ≥ 2). Gi¶i ®Êu tæ chøc 

theo thÓ thøc thi ®Êu vßng trßn mét l−ît. 

C¸ch tÝnh ®iÓm mçi trËn ®Êu nh− sau: §éi 

th¾ng ®−îc 3 ®iÓm, ®éi thua ®−îc 0 ®iÓm, 

trËn ®Êu cã kÕt qu¶ hßa th× mçi ®éi ®−îc 1 

®iÓm. Khi kÕt thóc gi¶i kh«ng cã hai ®éi nµo 

cã ®iÓm b»ng nhau. Hái ®éi ®øng ®Çu Ýt nhÊt 

h¬n ®éi xÕp cuèi bao nhiªu ®iÓm? 

Lêi gi¶i. KÝ hiÖu ai lµ ®iÓm cña ®éi thø i, 

kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta gi¶ sö a1 < a2 < 

... < an.  

V× ai lµ c¸c sè tù nhiªn do ®ã  

Tn = an − a1 = (an − an−1) + (an−1 − an−2) +�... + 

(a2 − a1) ≥ n − 1. 

Ta kÝ hiÖu aTb lµ ®éi a th¾ng ®éi b, aHb lµ 

®éi a hßa ®éi b. 

 Víi n = 2: Cã mét trËn ®Êu duy nhÊt 2T1 

⇒ a1 = 0, a2 = 3 ⇒ T2 = 3. 

 Víi n = 3: XÐt c¸c kh¶ n¨ng th× kh«ng cã 

a3 − a2 = 1 ⇒ T3 ≥ 3, T3 = 3 nÕu 3T1, 3H2, 

2H1 (a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4). 

 Víi n = 4: T4 = 3. VÝ dô 4T3, 4H2, 4H1, 

3H2, 3T1, 2H1 (a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 5).  

 Gi¶ sö n ≥ 4 vµ cã mét kÕt qu¶ ®Êu cho n 

®éi mµ a1 = n − 2, a2 = n − 1,..., an = 2n − 3.  

B©y giê ta cã ®éi thø n + 1 víi c¸c kÕt qu¶ thi 

®Êu: (n + 1)Tn, (n − 1)T(n + 1), (n − 2)T(n + 1), 

(n + 1)T(n − 3), (n − 4)T(n + 1), (n − 5)T(n + 1), 
... 

•�NÕu n = 3k th× ®iÓm cña c¸c ®éi thø 1, 2, 

3,..., n + 1 t−¬ng øng lµ n − 1, n + 2, n, n + 4, 

n + 5, n + 3, ..., 2n − 2, 2n − 1, 2n − 3, n + 1 

khi kÕt qu¶ cña ®éi thø (n + 1) víi ba ®éi 1, 2, 

3 lµ (n + 1)T3, 2T(n + 1), 1H(n + 1). 

•�NÕu n = 3k + 1, kÕt qu¶ t−¬ng øng n − 1, 

n + 2, n + 3, n + 1, n + 5, ..., 2n − 2, 2n − 1, 

2n − 3, n khi kÕt qu¶ cña ®éi thø (n + 1) víi 

®éi 1 lµ (n + 1)H1. 

•�NÕu n = 3k + 2, kÕt qu¶ t−¬ng øng n + 1, n, 

n + 3, n + 4, n + 2, ..., 2n − 2, 2n − 1, 2n − 3, 

n − 1 khi kÕt qu¶ cña ®éi thø (n + 1) víi hai 

®éi 1 vµ 2 lµ 1T(n + 1), 2H(n + 1). 

C¶ ba tr−êng hîp, ®iÓm cña (n + 1) ®éi ®Òu 

lµ (n + 1) sè nguyªn d−¬ng liªn tiÕp n − 1, n, 

n + 1, ..., 2n − 1. 

Nh− vËy nÕu n ≥ 4 gi¸ trÞ nhá nhÊt cña Tn 

b»ng n − 1, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña T3 b»ng 3, T2 

chØ cã mét gi¸ trÞ b»ng 3. 

NhËn xÐt. §©y lµ bµi to¸n tæ hîp rÊt hay vµ 

khã, phÇn häc sinh ViÖt Nam hay bÞ mÊt 
nhiÒu ®iÓm trong k× thi häc sinh giái quèc tÕ. 
Cã 4 vâ sÜ tham gia trËn ®Êu, nh−ng rÊt tiÕc 
kh«ng cã vâ sÜ nµo gi¶i ®óng bµi to¸n nµy. 
RÊt mong ë nh÷ng trËn ®Êu sau sÏ cã vâ sÜ 
®¨ng quang trong c¸c trËn ®Êu hÊp dÉn nh− 
thÕ nµy. 

NGUYÔN MINH §øc 



 

                          K× 48 
H·y thay c¸c ch÷ c¸i bëi c¸c 
ch÷ sè, biÕt c¸c ch÷ kh¸c nhau 
biÓu diÔn c¸c ch÷ sè kh¸c nhau 
vµ kh¸c 0. 

MUA XUAN 2020.+ =  

Lª Anh tuÊn 
 (Quúnh L−u, NghÖ An) 

  K× 46 (TTT2 sè 202) 

Lêi gi¶i. Do TOAN TOAN TUOITHO× =  

9999999 4000 4000.< < ×  

Do ®ã T chØ cã thÓ b»ng 1, 2, 3. 

MÆt kh¸c, nÕu T = 2 th× 

TOAN TOAN 2000 2000 4000000.× > × =     

Khi ®ã  

TOAN TOAN 2UOI2HO 4000000× = <  (v« lÝ). 

T−¬ng tù, nÕu T = 3 th×   

TOAN TOAN 3000 3000 9000000.× > × =   

Khi ®ã  

× = <TOAN TOAN 3UOI3HO 9000000  (v« lÝ). 

Do ®ã T chØ cã thÓ b»ng 1. 

V× ...N × ...N = ...O vµ O ≠ N, O ≠ 1 nªn N chØ 
cã thÓ b»ng 2, 3, 4, 7, 8 vµ O t−¬ng øng 
b»ng 4, 9, 6, 9, 4.  

NÕu O ≥ 5 th×  

TUOITHO TOAN TOAN

1500 1500 2 250000.

= ×
≥ × =

 

⇒ T ≥ 2 (v« lÝ v× T = 1).  

Suy ra O chØ cã thÓ b»ng 4. 

Víi O = 4 th× N = 2. 
Khi ®ã A = 3 hoÆc A ≥ 5 (v× A ≠ T = 1, A ≠ N 

= 2, A ≠ O = 4). 

Ta cã TOAN TOAN 14A2 14A2× = ×  

1432 1432 2050624,≥ × =  v« lÝ v× T = 1. 

VËy bµi to¸n kh«ng cã nghiÖm. 

NhËn xÐt. Cã nhiÒu b¹n göi lêi gi¶i 
vÒ tßa so¹n. Tuy nhiªn ®a sè c¸c 
b¹n lËp luËn ch−a thùc sù g·y gän. 

NhiÒu b¹n ®−a ra lêi gi¶i qu¸ v¾n t¾t, trong khi 
mét sè b¹n l¹i gi¶i qu¸ dµi dßng. C¸c b¹n 
sau ®©y cã lêi gi¶i ®óng vµ ®−îc th−ëng k× 
nµy: §oµn Minh §øc, 7A, THCS Hoµng Xu©n 
H·n, §øc Thä; TrÇn Minh Hoµng, 7E, THCS 

NguyÔn Tr·i, Nghi Xu©n, Hµ TÜnh; NguyÔn 
M¹nh Hïng, 9A3, THCS GiÊy Phong Ch©u, 
Phï Ninh; §ç Ngäc TiÕn, 7A3, THCS L©m 

Thao, L©m Thao, Phó Thä; TrÇn Trung 
Phóc, 8A4, THCS Ng« Gia Tù, Hång Bµng, 

H¶i Phßng.  
TTT 

 



 

®Ò thi kiÓm tra chÊt l−îng häc sinh giái líp 6  
huyÖn ch−¬ng mü, TP. Hµ Néi 

N¨m häc 2018 - 2019 
M«n thi: To¸n 

Thêi gian lµm bµi: 150 phót 

Bµi 1. (4,0 ®iÓm) 

1) Cho biÓu thøc 

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 4
1,08 :

25 7
A

5 2
6 3,25 .2

9 17

 vµ 

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= +
−

4
0,8 : .1,25

5
B (1,2.0,5) : 0,8

2
0,64

17

 

TÝnh A + 3B. 

2) Cho = + + + +
1 1 1 1

S ... .
3.7 7.11 11.15 2019.2023

 So s¸nh S víi 
504

.
6068

  

Bµi 2. (4,0 ®iÓm) 
T×m c¸c sè nguyªn x, y tháa m·n:  
1) (2x − 1)2 : 9 = 49;              2) 3x + 3x+2 = 810; 

3) − =
2x 2 1

;
3 y 3

                      4) 80 # x; 56 # x vµ x ≥�3.  

Bµi 3. (3,0 ®iÓm) 
1) Cho A = 5 + 52 + 53 +�... + 52019. Chøng tá r»ng 4A + 5 lµ sè chÝnh ph−¬ng. 
2) Chøng tá r»ng víi mäi sè tù nhiªn n th× 3n + 2 vµ 5n + 3 lµ hai sè nguyªn tè cïng nhau. 
Bµi 4. (2,0 ®iÓm) 

1) Cho ph©n sè =
−
2019

P .
x 2020

 T×m sè nguyªn x ®Ó P cã gi¸ trÞ lín nhÊt. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt ®ã. 

2) H·y chia sè 36 thµnh ba sè a, b, c sao cho =
a 3

b 4
 vµ =

b 4
.

c 3
   

Bµi 5. (6,0 ®iÓm) 
1) Cho ®iÓm O n»m trªn ®−êng th¼ng xy. Trªn tia Ox lÊy ®iÓm M sao cho OM = 1 cm. Trªn tia 
Oy lÊy hai ®iÓm N vµ P sao cho ON = 1 cm, OP = 3 cm. 
a) Chøng tá r»ng ®iÓm N lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng MP. 
b) Trªn tia ®èi cña tia My lÊy ®iÓm Q sao cho MQ = 2 cm. T×m trung ®iÓm cña c¸c ®o¹n th¼ng 
PQ, MN, NQ? Gi¶i thÝch v× sao? 
2) Cho hai tia Ox vµ Oy ®èi nhau. Trªn cïng mét nöa mÆt ph¼ng bê lµ ®−êng th¼ng xy, vÏ c¸c 

tia OA, OB, OC sao cho n n n= = =o o oxOA 45 ; xOB 80 ; yOC 65 .   

a) Tia OA cã lµ tia ph©n gi¸c cña gãc xOB kh«ng? V× sao? 
b) Chøng tá r»ng tia OB lµ tia ph©n gi¸c cña gãc AOC. 
c) VÏ tiÕp 2016 tia gèc O trong ®ã kh«ng cã hai tia nµo trïng nhau kÓ c¶ c¸c tia ®· cho. Hái cã 
tÊt c¶ bao nhiªu gãc ®−îc t¹o thµnh?   
Bµi 6. (1,0 ®iÓm) 
Líp 6A cã 45 häc sinh lµm bµi kiÓm tra m«n To¸n kh«ng cã ai bÞ ®iÓm d−íi 2 vµ chØ cã hai b¹n 
®−îc ®iÓm 10. Chøng tá r»ng Ýt nhÊt còng t×m ®−îc 6 häc sinh cã ®iÓm kiÓm tra b»ng nhau. 
BiÕt r»ng ®iÓm kiÓm tra lµ sè tù nhiªn tõ 0 ®Õn 10. 



 

®Ò thi kh¶o s¸t chän häc sinh giái líp 7 
huyÖn xu©n tr−êng, tØnh nam ®Þnh 

N¨m häc 2018 - 2019 
M«n thi: To¸n 

Thêi gian lµm bµi: 120 phót 
Bµi 1. (6,0 ®iÓm) 

1) TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 

3 3
0,375 0,3 1,5 1 0,7511 12A .

5 5 5
0,625 0,5 2,5 1,25

11 12 3

− + + + −
= +
− + − − + −

 

2) T×m x, biÕt: 
5 5 5

x .
3 6 9

− −
− − =  

3) T×m sè nguyªn x, biÕt: 
49 2 26

x .
6 3 81
< − <   

Bµi 2. (3,0 ®iÓm)  
Cho x vµ y lµ hai ®¹i l−îng tØ lÖ nghÞch. Gäi x1 vµ x2 lµ hai gi¸ trÞ t−¬ng øng cña x; y1 vµ y2 lµ 
hai gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y. 
a) TÝnh x1 vµ y1, biÕt 2x1 = 5y1 vµ 2x1 − 3y1 = 12. 

b) TÝnh y1, biÕt x1 = 2x2 vµ y2 = 10. 
Bµi 3. (4,0 ®iÓm)   
Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A cã AB < AC. KÎ AH vu«ng gãc víi BC (H ∈ BC). LÊy ®iÓm D 

trªn AC sao cho AD = AB. KÎ DE vµ DK lÇn l−ît vu«ng gãc víi BC vµ AH (E ∈ BC, K ∈�AH).  
a) So s¸nh ®é dµi BH vµ AK. 
b) TÝnh sè ®o gãc HAE.  
Bµi 4. (4,0 ®iÓm)  

Cho tam gi¸c ABC cã � lo oB 45 ; C 15 .= =  Trªn tia ®èi cña tia AB lÊy hai ®iÓm M, D sao cho 

BA = AM = MD. KÎ DE vu«ng gãc víi AC t¹i E.  
a) Chøng minh r»ng tam gi¸c AME ®Òu. 
b) Chøng minh r»ng EC = ED. 

Bµi 5. (3,0 ®iÓm)  
CÆp sè (x ; y) nµo tháa m·n ®¼ng thøc sau: 32x + 1.7y = 9.21y? 
 



 

®Ò thi OLympic líp 8  
quËn hoµng mai, TP. hµ néi 

N¨m häc 2018 - 2019 
M«n thi: To¸n 

Thêi gian lµm bµi: 150 phót 
Bµi 1. (4,0 ®iÓm) 
1) Cho a, b, c tháa m·n a − b = 4 vµ b − c = −2. 

TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
+ + − − −

=
− − +

2 2 2

2 2

a b c ab bc ca
T .

a c 2ab 2bc
  

2) Cho S = 23n + 1 + 23n − 1 + 1 víi n lµ sè nguyªn d−¬ng. Chøng minh r»ng S # 7. 

Bµi 2. (5,0 ®iÓm)  
1) Gi¶i ph−¬ng tr×nh (12x + 7)2 (3x + 2)(2x + 1) = 3. 

2) T×m c¸c sè nguyªn d−¬ng x, y tháa m·n x2y + 4xy + 4y = 162x + 162. 
Bµi 3. (3,0 ®iÓm)   
Cho x, y lµ c¸c sè d−¬ng tháa m·n x3 + y3 + 6xy = 8.  

1) Chøng minh x + y = 2. 

2) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc = +
+2 2

1 1
A .

xyx y
  

Bµi 4. (6,0 ®iÓm)  
Cho tam gi¸c ABC nhän (AB < AC) cã H lµ trùc t©m. Qua A kÎ c¸c ®−êng th¼ng song song 
víi BH vµ CH t¹o víi c¸c ®−êng th¼ng nµy h×nh b×nh hµnh AEHF (AE // BH).  
1) Chøng minh ΔEHA  ΔABC.  

2) KÎ trung tuyÕn AM cña tam gi¸c ABC. Chøng minh AM ⊥ EF.  

3) KÎ HI vu«ng gãc víi AM t¹i I. Chøng minh MC2 = MI.MA. 
Bµi 5. (2,0 ®iÓm)  
Mét gi¶i bãng chuyÒn cã 9 ®éi bãng tham gia thi ®Êu vßng trßn mét l−ît, mçi trËn ®Êu chØ cã 
kÕt qu¶ th¾ng hoÆc thua (hai ®éi bÊt k× chØ thi ®Êu víi nhau ®óng mét trËn). BiÕt ®éi thø nhÊt 
th¾ng a1 trËn vµ thua b1 trËn, ®éi thø hai th¾ng a2 trËn vµ thua b2 trËn, ..., ®éi thø chÝn th¾ng a9 

trËn vµ thua b9 trËn. Chøng minh r»ng + + + = + + +2 3 2 2 3 2
1 2 9 1 2 9a a ... a b b ... b .   

�

�  �



 

thö søc tr−íc k× thi vµo 10 THPT chuyªn  
N¨m häc 2020 - 2021 

M«n thi: To¸n 
Thêi gian lµm bµi: 150 phót 

NguyÔn §øc TÊn 
Bµi 1. (2 ®iÓm) 

1) Cho = + = + = +1 1 1
a x , b y , c xy .

x y xy
 TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc M = a2 + b2 + c2 − abc.  

2) Gi¶i ph−¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn (2x + y)3 + 2019y3 = x3y3.  

Bµi 2. (2 ®iÓm)  

1) Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 
⎧ − − = −⎪
⎨

− + = −⎪⎩

2

2

(x 2y)(y 4y) 2

x y 2y 3.
 

2) Cho ph−¬ng tr×nh x2 + (2m − 1)x −�5m − 8 = 0 (m lµ tham sè). T×m m ®Ó ph−¬ng tr×nh cã hai 

nghiÖm x1, x2 tháa m·n x1 − x2 = x1
2. 

Bµi 3. (2 ®iÓm)   

1) Cho a, b lµ hai sè h÷u tØ kh¸c 0 tháa m·n a3 + b3 = 2a2b2. Chøng minh r»ng − 1
1

ab
 lµ sè 

h÷u tØ.  
2) Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp ®−êng trßn (O). 
Tia ph©n gi¸c cña gãc A c¾t ®−êng trßn (O) t¹i 

D. Chøng minh r»ng AB + AC < 2AD.  

Bµi 4. (2 ®iÓm)  
Cho ®iÓm A n»m ngoµi ®−êng trßn (O). VÏ hai 
tiÕp tuyÕn AB, AC víi ®−êng trßn (O) (B, C lµ 
c¸c tiÕp ®iÓm). AO c¾t ®−êng trßn (O) t¹i D, E  
(D n»m gi÷a A vµ E). Mét ®−êng th¼ng thay ®æi 
qua A c¾t ®−êng trßn (O) t¹i M, N (M thuéc cung 
BD). Chøng minh r»ng t©m I cña ®−êng trßn 
ngo¹i tiÕp tam gi¸c OMN thuéc mét ®−êng cè 
®Þnh vµ c¸c ®−êng th¼ng BC, DN, ME ®ång quy. 

Bµi 5. (2 ®iÓm)  

1) Cho a, b, c tháa m·n a2 + b2 + c2 = 2. T×m gi¸ 
trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc  

M = a + b + c − abc. 
2) Trong mét h×nh vu«ng cã c¹nh b»ng 1, ®Æt 
2019 ®−êng trßn, mçi ®−êng trßn cã ®−êng kÝnh 

b»ng 
1

.
2

 Chøng minh r»ng tån t¹i mét ®−êng 

th¼ng giao víi Ýt nhÊt 1010 ®−êng trßn. 

 



 

H¦íNG DÉN GI¶I ®Ò thi  
thö søc tr−íc k× thi vµo 10 THPT chuyªn  

N¨m häc 2020 - 2021 
M«n thi: To¸n 

(§Ò ®¨ng trªn TTT2 sè 203)

Bµi 1. 1) + + =
+ + + + +
1 1 1 4

a b b c c a a b c
  

⇒ + + =
+ + +

⎛ ⎞⇒ + + + + = + +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

⇒ + + =
+ + +

2 2 2

c a b
1

a b b c c a
c a b

(a b c) a b c
a b b c c a

a b c
0.

b c c a a b
 

Do ®ã 
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

2 2 2a b c
M 3

b c c a a b
 + 2(b − c 

+ c − a + a − b) = 0. 

2) > XÐt p = 2 ta cã p2 + 59 = 63 cã 6 −íc 
d−¬ng lµ 1; 3; 7; 9; 21; 63. 

> XÐt p = 3 ta cã p2 + 59 = 68 cã 6 −íc d−¬ng 
lµ 1; 2; 4; 17; 34; 68. 

> XÐt p > 3. Ta cã p2 lµ sè chÝnh ph−¬ng lÎ 

nªn p2 chia 3 d− 1 vµ chia 4 d− 1, tõ ®ã p2 + 59 

chia hÕt cho 3 vµ 4 hay p2 + 59 chia hÕt cho 

12. Suy ra p2 + 59 cã nhiÒu h¬n 6 −íc d−¬ng. 

VËy p = 2 hoÆc p = 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bµi 2. 1) 
⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
31

1 (1 x ) 16
x

 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ + + + − = ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 2
1 1

x 3 x 20 0 x 1.
x x

  

2) (x2 + 4x −�12)(x2 + 12x + 20) = m. (1) 
Ph−¬ng tr×nh (1) t−¬ng ®−¬ng víi 

(x − 2)(x + 6)(x + 2)(x + 10) = m 

⇔ (x2 + 8x +�12)(x2 + 8x − 20) = m. 

§Æt t = x2 + 8x +�16 = (x + 4)2 ≥�0. 

Ph−¬ng tr×nh trë thµnh (t − 4)(t − 36) = m  

⇔�t2 − 40t + 144 − m = 0. (2) 
(1) cã 4 nghiÖm ph©n biÖt khi (2) cã hai 
nghiÖm d−¬ng ph©n biÖt 

256 m 0

S 40 0 256 m 144.

P 144 m 0

Δ = + >⎧
⎪⇔ = > ⇔ − < <⎨
⎪ = − >⎩

’
  

Bµi 3. 1) 3(ab + bc + ca)2 ≤ (a + b + c)2 ≤ 9. 

Do ®ã ≤
+ + + +2 2

bc bc

a 3 a ab bc ca
 

⎛ ⎞= ≤ +⎜ ⎟+ ++ + ⎝ ⎠

bc bc 1 1
.

2 a b a c(a b)(a c)
 

T−¬ng tù 
⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠+2

ca ca 1 1
;

2 b c b ab 3
 

       
⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠+2

ab ab 1 1
.

2 c b c ac 3
 

Céng vÕ víi vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta 

®−îc 
a b c 3

M .
2 2 2 2

≤ + + ≤  §¼ng thøc x¶y ra 

khi a = b = c = 1.  

VËy = ⇔ = = =max
3

M a b c 1.
2

 



 

2) Ta cã 
+

+
+3

1 7b 3c

100bca (7b 3c)
 

+≥ =
+3

1 7b 3c 1
2 .

100bc 5aa (7b 3c)

⇒ ≥ − −
+3

1 1 7 3
.

5a 100c 100ba (7b 3c)   

T−¬ng tù ta cã 

≥ − −
+3

1 1 7 3
;

5b 100a 100cb (7c 3a)  

≥ − −
+3

1 1 7 3
.

5c 100b 100ac (7a 3b)  
Céng vÕ víi vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta ®−îc 

+ +
+ + +

⎛ ⎞≥ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 3 3

1 1 1

a (7b 3c) b (7c 3a) c (7a 3b)

1 1 1 1
.

10 a b c

 

§¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c = 1. 

Bµi 4. DÔ chøng minh ®−îc OA vu«ng gãc víi 

EF nªn OA lµ trung trùc cña PQ tõ ®ã suy ra 
tam gi¸c APQ c©n t¹i A. 
Tø gi¸c ACDF néi tiÕp 
n n n⇒ = =BFD ACB AQM.  Suy ra tø gi¸c AQMF 

néi tiÕp nªn n n=AMQ AFQ.  

Tø gi¸c BCEF néi tiÕp nªn n n=AFQ ACB.  

Tõ ®ã suy ra 
n n n n= = = ⇒AMQ AFQ ACB AQM ΔAMQ c©n t¹i 

A hay AM = AQ.  

T−¬ng tù ΔANP c©n t¹i A hay AN = AP. 

KÕt hîp víi ΔAPQ c©n t¹i A ta cã AM = AN = 

AP = AQ. 

VËy M, N, P, Q cïng thuéc ®−êng trßn t©m A. 

Bµi 5. 1) §Æt n = 3k + r (k ∈ N; r ∈ {0; 1; 2}). 

Ta cã 5n + 4 = 53k + r + 4  

= 5r(125k − 1) + 5r + 4. 

Mµ 125k − 1 chia hÕt cho 125 − 1 =124 nªn 

125k − 1 chia hÕt cho 31.  

L¹i cã r ∈ {0; 1; 2} nªn 5r + 4 ∈ {5; 9; 29}.  

VËy 5n + 4 chia cho 31 d− 5 hoÆc 9 hoÆc 29. 

2) Ta cã 673 + 673 + 673 = 2019; 

367 + 367 + 367 = 1101. 
Do vËy ta t« mµu c¸c ®Ønh cña ®a gi¸c b»ng 
hai mµu ®á vµ xanh: T« mµu ®á nÕu t¹i ®Ønh 
®ã ghi sè 673, t« mµu xanh nÕu ®Ønh ®ã ghi 
sè 367. Bµi to¸n gi¶i xong nÕu chøng minh 
®−îc tån t¹i ba ®Ønh cña ®a gi¸c lµ ba ®Ønh 
cña mét tam gi¸c c©n, ba ®Ønh nµy t« cïng 
mµu.  
ThËt vËy: V× ®a gi¸c ®Òu cã 2019 ®Ønh lµ sè lÎ 
nªn tån t¹i hai ®Ønh kÒ nhau ®−îc t« cïng 
mµu, gäi hai ®Ønh ®ã lµ A vµ B. §a gi¸c nµy 
cßn cã ®Ønh C n»m trªn ®−êng trung trùc cña 
AB. 
> NÕu C cïng mµu víi A vµ B th× tam gi¸c 
ABC lµ tam gi¸c c©n cã ba ®Ønh t« cïng mµu. 
> NÕu C kh¸c mµu víi A vµ B, ta xÐt ®Ønh D 
kÒ víi ®Ønh A (D kh¸c B), ®Ønh E kÒ víi ®Ønh B 
(E kh¸c A). NÕu D, E kh¸c mµu víi A vµ B th× 
tam gi¸c DCE lµ tam gi¸c c©n cã ba ®Ønh t« 
cïng mµu, nÕu cã Ýt nhÊt mét trong hai ®Ønh D 
hoÆc E cïng mµu víi A vµ B, ch¼ng h¹n D th× 
tam gi¸c ADB c©n cã ba ®Ønh cïng mµu. 
Nh− vËy tån t¹i ba ®Ønh cña ®a gi¸c lµ ba ®Ønh 
cña mét tam gi¸c c©n, ba ®Ønh nµy ®−îc t« 
cïng mµu. 
 



 

Sö dông tÝnh chÊt cña hµm sè  
bËc nhÊt ®Ó gi¶i to¸n  

Th¸i nhËt ph−îng (Kh¸nh Hßa) 

Ýnh chÊt cña hµm sè bËc nhÊt, ®Æc biÖt 
lµ tÝnh chÊt ®ång biÕn hay nghich biÕn 
®−îc sö dông ®Ó gi¶i nhiÒu bµi to¸n 

kh¸ hiÖu qu¶. Chóng ta nh¾c l¹i tÝnh chÊt 
quan träng nµy.  
TÝnh chÊt cña hµm sè bËc nhÊt  
Hµm sè bËc nhÊt y = ax + b (a ≠ 0) ®ång 

biÕn trªn R nÕu a > 0 vµ nghÞch biÕn trªn R 

nÕu a < 0. 

HÖ qu¶: XÐt hµm sè = = +y f(x) ax b  ≠(a 0) , 

[ ]∀ ∈ α βx , .   

> NÕu α ≥f( ) 0  vµ β ≥f( ) 0  th× ≥f(x) 0.   

> NÕu α ≤f( ) 0  vµ β ≤f( ) 0  th× ≤f(x) 0.   

> NÕu hµm sè =y f(x)  ®ång biÕn hoÆc 

nghÞch biÕn trªn tËp x¸c ®Þnh D mµ 

α = βf( ) f( )  víi α,�β�∈ D th× α�=�β. 

Mét sè bµi to¸n ¸p dông 
Bµi to¸n 1. Cho hµm sè bËc nhÊt y = f(x) = 

(6m − m2 − 10)x + m (m lµ h»ng sè). H·y so 
s¸nh f(A) vµ f(B) víi 

= + +A 2016 2018 2020;   

= + +B 2013 2015 2026.  

Lêi gi¶i. Ta cã� −2016 2013  

= >
+ +
3 3

;
2016 2013 2020 2026

 

−2018 2015  

= >
+ +
3 3

.
2018 2015 2020 2026

 

Do ®ã 

− + −

> = −
+

⇒ >

2016 2013 2018 2015

6
2026 2020

2020 2026
A B.

 

Hµm sè bËc nhÊt y = f(x) = (6m − m2 −10)x + 

m cã hÖ sè a = 6m − m2 − 10 = −(m − 3)2 − 1 < 0 

nªn f(x) nghÞch biÕn trªn tËp R.  

Tõ ®ã suy ra f(A) < f(B).  �  

Bµi to¸n 2. Chøng minh víi m ≤ −3 vµ 

− ≤ <
1

3 x
2

 th× x2 − 2(m + 2)x + m ≤ 0. 

Lêi gi¶i. V× − ≤ < 1
3 x

2
nªn −2x + 1 > 0.  

Suy ra hµm sè bËc nhÊt f(m) = (−2x + 1)m + 

x2 − 4x ®ång biÕn.  

Do ®ã f(m) ≤ f(−3) = (−2x + 1)(−3) + x2 − 4x  

= (x − 1)(x + 3) ≤ 0  

hay x2 − 2(m + 2)x + m ≤ 0 (®pcm). 

Bµi to¸n 3. Cho x, y, z lµ c¸c sè thùc kh«ng 

©m tháa m·n x + y + z = 1. Chøng minh r»ng 

+ + + ≥3 3 3 15 1
x y z xyz .

4 4
   

Lêi gi¶i. BÊt ®¼ng thøc ®· cho t−¬ng ®−¬ng 

víi + − + + + ≥3 3 15 1
(x y) 3xy(x y) z xyz

4 4
 

⇔ − − − + + ≥3 3 15 1
(1 z) 3xy(1 z) z xyz

4 4
  

T 



 

 

⎛ ⎞⇔ − + − + ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

29 1
z 1 xy z z 0

4 4
.  

§Æt 
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ ≤ ≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
x y 1 z

t xy 0 t .
2 2

 

XÐt 
⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

29 1
f(t) z 1 t z z .

4 4
  

> NÕu =
4

z
9

 th× 

⎛ ⎞= − + = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
4 4 1 1

f(t) 0.
9 9 4 324

  

> NÕu ≠ 4
z

9
 th× f(t)  lµ hµm sè bËc nhÊt cã 

⎛ ⎞= − ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1

f(0) z 0
2

 vµ 

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ = − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2
21 z 9 1 z 1

f z 1 z z
2 4 2 4

 

= − ≥2z
(3z 1) 0

16
 (Do z ≥ 0). 

Do ®ã ≥f(t) 0  (®pcm). 

Bµi to¸n 4. Cho 0 ≤ x, y, z, t ≤ 1. Chøng 

minh r»ng 

x + y + z + t + (1 − x)(1 − y)(1 − z) (1 − t) ≥ 1. 

Lêi gi¶i. XÐt hµm sè f(x) = [1 − (1 − y)(1 − 

z)(1 − t)]x + y + z + t + (1 − y)(1 − z)(1 − t). 

> NÕu − − − − =1 (1 y)(1 z)(1 t) 0  th× 

= + + + ≥f(x) y z t 1 1.   

> NÕu 1 − (1 − y)(1 − z)(1 − t) ≠ 0 th× f(x)  lµ 

hµm sè bËc nhÊt cã f(0) = y + z + t + (1 − y)(1 

− z)(1 − t) = 1 + yz + yt + zt(1 − y) ≥ 1.  

vµ = + + + ≥f(1) 1 y z t 1.  

Do ®ã ≥f(x) 1 (®pcm). 

Bµi to¸n 5. T×m c¸c sè x, y, z ∈ [0; 1] tháa 

m·n + + − + + =x y z (xy yz zx) 1.   

Lêi gi¶i. XÐt hµm sè 

= − − + + − −f(x) (1 y z)x y z yz 1.   

> NÕu − − =1 y z 0  th× = − ≤f(x) yz 0.   

> NÕu − − ≠1 y z 0  th× f(x) lµ hµm sè bËc 

nhÊt cã f(1) = −yz ≤ 0;  

f(0) = y + z − yz − 1 = −(1 − y)(1 − z) ≤ 0.  

Do ®ã ≤f(x) 0.   

§¼ng thøc x¶y ra khi trong ba sè x, y, z cã 
mét sè b»ng 0, mét sè b»ng 1 vµ mét sè tïy 

ý thuéc [ ]0;1 . 

VËy (x, y, z) = (0; 1; m) vµ c¸c ho¸n vÞ víi m 

∈ [0; 1].  

Bµi to¸n 6. Cho c¸c sè thùc x, y, z kh«ng 

©m tháa m·n x + y + z = 3. T×m gi¸ trÞ nhá 

nhÊt cña A = x2 + y2 + z2 + xyz.  

Lêi gi¶i. Ta cã 

− = + − + + −2 2A 4 (x y) 2xy z xyz 4   

= − − + + −

= − + − +

2 2

2

(3 z) 2xy z xyz 4

(z 2)xy 2z 6z 5.
 

§Æt =t xy, suy ra 

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ ≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
x y 3 z

0 t .
2 2

 

XÐt hµm sè = − + − +2f(t) (z 2)t 2z 6z 5.   

> NÕu =z 2  th× = >f(t) 1 0.   

> NÕu ≠z 2  th× f(t)  lµ hµm sè bËc nhÊt cã 

⎛ ⎞= − + = − + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 3 1

f(0) 2z 6z 5 2 z 0;
2 2

   

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ = − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2
23 z 3 z

f (z 2) 2z 6z 5
2 2

 

= − + ≥21
(z 1) (z 2) 0

4
 (Do z ≥ 0). 

Do ®ã ≥ ⇒ ≥f(t) 0 A 4.   

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = y = z = 1.  

VËy Amin = 4 khi x = y = z = 1. 

Bµi to¸n 7. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

− − + = +

− + − +

25x 2 x 6x 9 5 2x 1

2 2x 10 6 2x 1.
   

Lêi gi¶i.  §KX§ ≥ −
1

x .
2

  



 

 

Ph−¬ng tr×nh ®· cho t−¬ng ®−¬ng víi 

− − = + − + −2 25x 2 (x 3) 5 2x 1 2 ( 2x 1 3)

⇔ − − = + − + −5x 2 | x 3 | 5 2x 1 2 | 2x 1 3 | .  

XÐt hµm sè 

+ ≥⎧
= − − = ⎨ − <⎩

3t 6 (t 3)
f(t) 5t 2 t 3

7t 6 (t 3).
   

Suy ra f(t) lµ hµm ®ång biÕn vµ ph−¬ng tr×nh 

trªn cã d¹ng = +f(x) f( 2x 1).   

Do ®ã 
≥⎧⎪= + ⇔ ⎨
− − =⎪⎩

2

x 0
x 2x 1

x 2x 1 0
 

⇔ = +x 1 2.  

VËy ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm = +x 1 2.  

Bµi to¸n 8. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

+ −
= + + −

− +

2

2

x 2x 8
(x 1)( x 2 2).

x 2x 3
 

Lêi gi¶i. §KX§ x ≥ −2. 
 Ph−¬ng tr×nh ®· cho t−¬ng ®−¬ng víi 

− + + −
=

+ +− +
=⎡

⎢⇔ + +⎢ =
⎢ + +− +⎣

2

2

(x 2)(x 4) (x 1)(x 2)

x 2 2x 2x 3
x 2

x 4 x 1
. (1)

x 2 2x 2x 3

 

Tõ (1) ta cã 

+ + + = + − +

⇔ + + + +

= − + − +

2

2

2

(x 4)( x 2 2) (x 1)(x 2x 3)

( x 2 2)( (x 2) 2)

(x 1 2)[(x 1) 2]. (2)

  

XÐt hµm sè f(t) = (t + 2)(t2 + 2) = t3 + 2t2 + 2t + 4. 

Víi t1 < t2 ta cã 

− = − + − + −

= − + + + + +

3 3 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

f(t ) f(t ) (t t ) 2(t t ) 2(t t )

(t t )(t t t t 2 t 2t 2)
 

⎡ ⎤= − + + + + + + +⎣ ⎦
2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2
1

(t t ) t t (t 2t t t ) 4(t t ) 4
2

⎡ ⎤= − + + + + <⎣ ⎦
2 2 2

1 2 1 2 1 2
1

(t t ) t t (t t 2) 0.
2

⇒ <1 2f(t ) f(t )  nªn f(t) lµ hµm sè ®ång biÕn 

vµ ph−¬ng tr×nh (2) cã d¹ng + = −f( x 2) f(x 1).  

Do ®ã 

≥⎧ +⎪+ = − ⇔ ⇔ =⎨
− − =⎪⎩

2

x 1 3 13
x 2 x 1 x .

2x 3x 1 0

§èi chiÕu víi ®iÒu kiÖn ta ®−îc nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ x = 2; 
+

=
3 13

x .
2

 

Bµi tËp tù luyÖn 

Bµi 1. Cho = = − + −2y f(x) (m 3m 9)x m.  So 

s¸nh 
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

5 6 7
f

6 7 5
 vµ + +f( 5 6 7).   

Bµi 2. Cho m ≤ 1; x ≥�1. Chøng minh r»ng 

− − + + ≥2x 2(3m 1)x m 3 0.   

Bµi 3. Cho c¸c sè thùc x, y, z kh«ng ©m tháa 

m·n x + y + z = 1. Chøng minh r»ng:  

a) + + ≤ + + +2 2 2 3 3 35(x y z ) 6(x y z ) 1.    

b) + + ≤ +7(xy yz zx) 2 9xyz.  

c) + + ≤2 2 2 4
x y y z z x .

27
   

d) + + + ≥2 2 2 10
x y z xyz .

27
  

Bµi 4. T×m x, y, z ∈ [0; 2] tháa m·n 

2(x + y + z) − (xy + yz + zx) = 4.  

Bµi 5. Cho x, y, z ∈ [0; 1]. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt 

cña biÓu thøc P = x2(1 − y) + y2(1 − z) 

+ z2(1 − x).  

Bµi 6. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

− − = − +

− − − −

23(x 5x 4) x 2x 1

5x 3 2 5x 4.
  

 



 

 
Bµi 1(202). Cho A = 5n2 + 10n + 601, víi n lµ 

sè tù nhiªn. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña tæng c¸c 

ch÷ sè cña A. 

Lêi gi¶i. V× n lµ sè tù nhiªn nªn A chia 5 d− 1. 

Do ®ã A ≠�10k (víi k ∈ N*) vµ A > 1 nªn tæng 

c¸c ch÷ sè cña A lín h¬n 1. 

Víi n = 8 th× A = 5.82 + 10.8 + 601 = 1001. 

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña tæng c¸c ch÷ sè cña 

sè A lµ 2. 

NhËn xÐt. C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i tèt: Lª V¨n 

Quang HiÕu, 7D, THCS Lý NhËt Quang, §« 

L−¬ng, NghÖ An; §ç Ngäc TiÕn, 7A3, THCS 

L©m Thao, L©m Thao, Phó Thä; D−¬ng 

Trung Quèc, 6D, THCS LËp Th¹ch, LËp 

Th¹ch; NguyÔn Huy Hoµng S¬n, 6A2, THCS 

Yªn L¹c, Yªn L¹c, VÜnh Phóc; Lª Phó 

Quang, 7D; TrÇn Minh Hoµng, 7E, THCS 

NguyÔn Tr·i, Nghi Xu©n, Hµ TÜnh; NguyÔn 

Hoµng NhËt Nam, 6A12, THCS Vinschool 

Times City, Q. Hai Bµ Tr−ng; NguyÔn TrÇn 

Kiªn; Hoµng Anh Kh«i, 7C1, THCS 

Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, Hµ Néi.  

phïng kim dung 

Bµi 2(202). T×m c¸c sè nguyªn x, y, z tháa 

m·n + + =2013 2016 2019 2021x y z 2018 .   

Lêi gi¶i. (Theo lêi gi¶i cña b¹n TrÇn Minh 

Hoµng, 7E, THCS NguyÔn Tr·i, Nghi Xu©n, 

Hµ TÜnh). 

Ta cã ≡2018 2 (mod 9)  

⇒ ≡2021 20212018 2 (mod 9).  

MÆt kh¸c 

= = =

⇒ ≡ − ≡ ≡

2021 2016 5 9 224 5 224 5

2021 224 5

2 2 .2 (2 ) .2 512 .2

2 ( 1) .2 1.32 5 (mod 9).
 

Suy ra ≡20212018 5(mod 9). (1)  

Víi a lµ sè nguyªn th× a chØ cã thÓ cã d¹ng 

9k; 9k ± 1; 9k ± 2; 9k ± 3; 9k ± 4, víi k lµ sè 

nguyªn. 

Do ®ã a3  ≡ m3 (mod 9), víi m ∈ {0; ±1; ±2; 

±3; ±4}. 

Suy ra a3 chia cho 9 chØ cã thÓ d− 0; 1; 8. 

Tõ ®ã suy ra víi c¸c sè nguyªn x, y, z th×  

x2013 + y2016 + z2019 = (x671)3 + (x672)3 + (x673)3  

chia cho 9 chØ cã thÓ d− 0; 1; 2; 3; 6; 7; 8. (2) 

Tõ (1) vµ (2) suy ra kh«ng tån t¹i c¸c sè 

nguyªn x, y, z tháa m·n x2013 + y2016 + z2019 

= 20182019.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

NhËn xÐt. §©y lµ bµi to¸n sè häc kh¸ hay, 
mét sè b¹n biÕn ®æi kh«ng chÝnh x¸c nªn 
kh«ng ®óng sè d− khi chia 20182021 cho 9, 
ngoµi b¹n Hoµng, c¸c b¹n sau cã lêi gi¶i tèt: 
Lª V¨n Quang HiÕu, 7D, THCS Lý NhËt 

Quang, §« L−¬ng, NghÖ An; NguyÔn Huy 
Hoµng S¬n, 6A2, THCS Yªn L¹c, Yªn L¹c, 

VÜnh Phóc; NguyÔn TrÇn Kiªn, NguyÔn 
Quang Minh, Hoµng Anh Kh«i, 7C1, THCS 

Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, Hµ Néi. 

nguyÔn ngäc h©n 
Bµi 3(202). ViÕt ngÉu nhiªn chÝn sè 2, 5, 8, 

11, 14, 17, 20, 23, 26 vµo chÝn « vu«ng trong 
h×nh bªn, mçi « chøa mét sè. Gäi x lµ tæng 
c¸c sè trong 3 hµng, y lµ tæng c¸c sè trong 3 
cét, z lµ tæng c¸c sè trong 2 ®−êng chÐo. §Æt  

S = x + y + z. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña S. 

 

Lêi gi¶i. Ta thÊy tæng c¸c sè trong 3 hµng 

b»ng tæng c¸c sè trong 3 cét vµ chÝnh lµ tæng 
9 sè ®· cho.  

Suy ra x = y = 2 + 5 + 8 + 11 + 14 + 17 + 20 + 

23 + 26 = 126. 

Do ®ã S = x + y + z = 252 + z.   

VËy ®Ó S lín nhÊt th× z ph¶i lín nhÊt.  
Khi tÝnh tæng c¸c sè ë hai ®−êng chÐo th× sè 
ë « chÝnh gi÷a ®−îc tÝnh 2 lÇn nªn ®Ó z lín 
nhÊt th× sè ë « chÝnh gi÷a ph¶i lµ sè lín nhÊt 
trong 9 sè ®· cho nªn sè ®ã lµ 26. 
C¸c sè cßn l¹i n»m trªn hai ®−êng chÐo ph¶i 
lµ 14, 17, 20, 23. 

Do ®ã zmax = 14 + 17 + 20 + 23 + 26 + 26 

= 126. 

VËy Smax = 252 + 126 = 378.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh d−íi ®©y minh häa mét c¸ch ®iÒn 9 sè 

vµo 9 « vu«ng ®Ó Smax= 378. 

 

NhËn xÐt. §a sè c¸c b¹n tham gia gi¶i ®óng 
bµi nµy. Mét sè b¹n khi tÝnh z chØ tÝnh sè ë « 
chÝnh gi÷a mét lÇn nªn dÉn ®Õn kÕt qu¶ sai. 
C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i ®óng: §µo Quang 
Minh, 6A; D−¬ng Trung Quèc, 6D, THCS 
LËp Th¹ch, LËp Th¹ch; B¹ch Th¸i S¬n, 7A1, 

THCS VÜnh Yªn, TP. VÜnh Yªn, VÜnh Phóc;  

§ç Ngäc TiÕn, 7A3, THCS L©m Thao, L©m 

Thao, Phó Thä; §oµn Nguyªn Vò, 6B, 

THCS NguyÔn HiÒn, Nam Trùc, Nam §Þnh; 

Lª V¨n Quang HiÕu, NguyÔn C¶nh Nam 
Kh¸nh, 7D; Lª Kh¾c H−ng, 7A, THCS Lý 
NhËt Quang, §« L−¬ng; NguyÔn Ngäc ViÖt, 

7B, THCS §Æng Thai Mai, TP. Vinh, NghÖ 
An; §oµn Minh §øc, 7A, THCS Hoµng Xu©n 

H·n, H. §øc Thä, Hµ TÜnh; NguyÔn TrÇn 
Kiªn; NguyÔn Quang Minh; Hoµng Anh Kh«i, 
7C1; Ph¹m §¨ng ViÖt B¸ch, 6C4, THCS 

Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, Hµ Néi.      

Cao v¨n dòng 



 

Bµi 4(202). Cho tam gi¸c ®Òu ABC cã sè ®o 
®é dµi c¹nh lµ mét sè tù nhiªn. Gäi D lµ ®iÓm 
tïy ý trªn c¹nh BC (D kh«ng trïng víi B vµ C). 
Trªn tia ®èi cña tia DA lÊy ®iÓm M sao cho 
n = oAMB 60 .  Chøng minh r»ng MA2 + MB2 + 
MC2 kh«ng lµ sè chÝnh ph−¬ng. 

Lêi gi¶i. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§Æt c¹nh cña tam gi¸c ®Òu lµ a (a ∈�` *).  

Trªn c¹nh AM lÊy ®iÓm N sao cho MN = MB 

khi ®ã tam gi¸c MNB ®Òu, suy ra MB = NB. 

KÕt hîp víi CB = AB, n n=CBM ABN  

n= −o( 60 NBC)  nªn ta cã  

ΔCBM =  ΔABN (c.g.c). 

Tõ ®ã AN = CM.  

Suy ra AM = AN + NM = MB + MC. 

KÎ BH ⊥ MN (H ∈ MN). 
V× tam gi¸c MNB ®Òu nªn ta cã 

= = =1 1
HM HN MN MB.

2 2
  

§Æt MB = x th× = x
HM ,

2
 MC = y th× MA = x + y 

vµ = +
x

AH y.
2

  

¸p dông ®Þnh lÝ Pythagoras cho tam gi¸c 
HMB vµ HAB vu«ng t¹i H ta cã: 

= − = − =

⎛ ⎞= + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2

x 3x
BH MB MH x ;

4 4

x 3x
AB AH BH y

2 4

 

⇔ + + =2 2 2x xy y a .  Tõ ®ã suy ra 

+ + = + + +

= + + =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

MA MB MC (x y) x y

2(x xy y ) 2a .
 

Do a ∈�N* nªn MA2 + MB2 + MC2 kh«ng lµ sè 

chÝnh ph−¬ng. 

NhËn xÐt. §iÓm mÊu chèt cña bµi to¸n lµ chØ 

ra MA = MB + MC. C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i 

®óng: TrÇn ThÞ Thanh Th¶o, 8A3, THCS 

L©m Thao, L©m Thao, Phó Thä.   

hå quang vinh 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Bµi 5(202). Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

+ + − =
−

1 1
1 2x 2 2.

x 1 x
  

Lêi gi¶i. §KX§:  < ≤
1

0 x .
2

 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc AM-GM cho hai sè 

d−¬ng x vµ 1 − x ta cã 

= + − ≥ − ⇒ ≥
−

1
1 x (1 x) 2 x(1 x) 2.

x(1 x)
 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi = 1
x .

2
  

¸p dông bÊt ®¼ng thøc AM-GM cho hai sè 

d−¬ng 
1

x
vµ 

−
1

1 x
 ta cã  

+ ≥ ≥
− −

1 1 1
2 2 2.

x 1 x x(1 x)
  

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi =
1

x .
2

  



 

Suy ra + + − ≥
−

1 1
1 2x 2 2.

x 1 x
  

Do ®ã + + − = ⇔ =
−

1 1 1
1 2x 2 2 x .

2x 1 x
 

VËy tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ 

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
S .

2
 

NhËn xÐt. §©y lµ bµi to¸n kh¸ quen thuéc, 

hÇu hÕt c¸c b¹n häc sinh ®Òu cã lêi gi¶i 
®óng vµ theo h−íng ®¸nh gi¸. Cã nhiÒu b¹n 
quªn kh«ng ®ñ th«ng tin tr−êng hoÆc huyÖn 
tØnh, TP nªn kh«ng ®−îc khen k× nµy. C¸c 
b¹n sau cã lêi gi¶i ®óng, tr×nh bµy tèt: Ph¹m 
Duy Nguyªn L©m, 8A1, THCS Thanh Xu©n, 
Q. Thanh Xu©n; NguyÔn Th¸i Hoµng, 9A5, 
THCS CÇu GiÊy; NguyÔn TrÇn Kiªn, 7C1, 
THCS Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, 

Hµ Néi; NguyÔn Ngäc DiÖu, 9A, THCS 

NguyÔn HiÒn, Nam Trùc, Nam §Þnh; NguyÔn 
§øc An, 9A, THCS Lª V¨n ThÞnh, Gia B×nh, 

B¾c Ninh; NguyÔn Quèc B¶o Long, 9C, 

THCS §Æng Thai Mai, TP. Vinh; Ph¹m Ngäc 
Trinh, 9B, THCS Hå Xu©n H−¬ng, Quúnh 

L−u, NghÖ An; Kim Anh Hïng, 8A1, THCS 

VÜnh Yªn, TP. VÜnh Yªn; T¹ Kim Nam TuÊn, 

7A2, THCS Yªn L¹c, Yªn L¹c, VÜnh Phóc; 

Vò §×nh Hoµng, NguyÔn M¹nh Hïng, 9A3, 
THCS GiÊy Phong Ch©u, Phï Ninh; Phïng 
§¨ng D−¬ng, 8C, THCS V¨n Lang, TP. ViÖt 

Tr×, Phó Thä.  

TrÞnh Hoµi D−¬ng 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bµi 6(202). Cho c¸c sè thùc x, y, z, t tháa 

m·n 0 < x, y, z, t ≤ 1. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt 

cña biÓu thøc 
+=

+ + +
xyzt 3

Q .
x y z t

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lời giải. Tõ gi¶ thiÕt, ta cã 

(1 − x)(1 − y) ≥ 0 ⇔ xy + 1 ≥ x + y. 

(1 − xy)(1 − z) ≥ 0 ⇔ xyz + 1 ≥ xy + z. 

(1 − xyz)(1 − t) ≥ 0 ⇔ xyzt + 1 ≥ xyz + t. 
Céng vÕ víi vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta 

®−îc xyzt + 3 ≥ x + y + z + t hay 

+= ≥
+ + +
xyzt 3

Q 1.
x y z t

 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = y = z = t = 1. 

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña Q lµ 1.  

NhËn xÐt. B»ng c¸ch gi¶i t−¬ng tù, ta cã thÓ 
gi¶i ®−îc bµi to¸n tæng qu¸t: NÕu x1, x2, ..., xn  
lµ c¸c sè thùc d−¬ng kh«ng lín h¬n 1 th×  

n − 1 + x1x2...xn ≥ x1 + x2 +...+ xn.       
C¸c b¹n sau ®©y cã lêi gi¶i tèt: NguyÔn TuÊn 
§¹t, 9B, THCS NguyÔn Quang BÝch, Tam 
N«ng; Phïng §¨ng D−¬ng, 9C, THCS V¨n 

Lang, TP. ViÖt Tr×, Phó Thä. 

Vâ Quèc B¸ CÈn 



 

Bµi 7(202). Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

⎧ + + =⎪
⎨

− + − + − =⎪⎩

2 2 2

3 3 3 3 3 3

x y z 8

| x y | | y z | | z x | 32 2.
 

Lời giải. Do vai trß cña x, y, z nh− nhau, 

kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta gi¶ sö x ≥ y ≥ z. 

Khi ®ã x3 ≥ y3 ≥ z3. Tõ ®ã ta cã 

= − + − + −

= − + − + − = −

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

32 2 | x y | | y z | | z x |

(x y ) (y z ) (x z ) 2(x z )
 

⇔ − = =

= + + ≥ +

⇔ − ≥ +

⇔ ≥ + − −

= + + + − + −

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦
⇒ = ⇒ =

3 3 3

2 2 2 3 2 2 3

3 3 2 2 2 3

2 2 3 3 3 2

6 4 2 2 4 6 6 3 3 6

2 2 2 2 2

x z 16 2 (2 2)

( x y z ) ( x z )

(x z ) (x z )

0 (x z ) (x z )

x 3x z 3x z z x 2x z z

x z 2x 2z (x z)

xz 0 y 0.

• Víi x = 0, y = 0 th× = −z 2 2.   

• Víi z = 0, y = 0 th× =x 2 2.   

VËy hÖ ph−¬ng tr×nh ®· cho cã 6 nghiÖm lµ 

(2 2, 0, 0) vµ c¸c ho¸n vÞ; −( 2 2, 0, 0)  vµ 

c¸c ho¸n vÞ.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

NhËn xÐt. §©y lµ bµi to¸n gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

d¹ng c¬ b¶n. C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i tèt: Ng« 
ThÞ An B×nh, 8E, THCS §Æng Thai Mai, TP. 

Vinh, NghÖ An; Ph¹m Duy Nguyªn L©m, 

8A1, THCS Thanh Xu©n, Q. Thanh Xu©n; Lª 
Duy Anh, 9C1, THCS Archimedes Academy, 

Q. CÇu GiÊy, Hµ Néi. 

NguyÔn Minh §øc 

Bµi 8(202). Cho tam gi¸c nhän ABC (AB < AC) 

néi tiÕp ®−êng trßn (O). C¸c ®−êng cao BD, 

CE cña ΔABC c¾t nhau t¹i H. Gäi M lµ trung 
®iÓm cña BC, N lµ giao ®iÓm cña AH vµ DE, 
K lµ giao ®iÓm cña AO vµ BC. Chøng minh 
r»ng HM // NK. 

Lêi gi¶i. Dùng ®−êng kÝnh AF cña ®−êng 

trßn (O). Ta dÔ thÊy BH vµ CF cïng vu«ng 
gãc víi AC nªn BH // CF.  
T−¬ng tù th× CH // BF, do ®ã tø gi¸c HBFC lµ 
mét h×nh b×nh hµnh.  
VËy M lµ trung ®iÓm chung cña BC vµ HF. 

 

Ta cã n n=AFC ABC  (cïng ch¾n cung AC), 

n n=ABC AHE  (cïng phô víi gãc BAH) nªn 

n n=AFC AHE  mµ n n= = oAEH ACF 90 .   

Do ®ã ΔAEH  ΔACF (g.g) ⇒ =AE AC
(1).

AH AF
   

L¹i cã tø gi¸c BCDE néi tiÕp nªn 
n n=AEN ACK  dÉn ®Õn ΔAEN  ΔACK (g.g). 

Do ®ã 
AN AK

(2).
AE AC

=    

Tõ (1) vµ (2), suy ra =AN AK
.

AH AF
  

Theo ®Þnh lÝ Thales ®¶o th× NK // HF, mµ M lµ 
trung ®iÓm cña HF nªn HM // NK. §ã lµ ®iÒu 
ph¶i chøng minh.  



 

NhËn xÐt. C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i tèt: 

NguyÔn Duy Kh«i, 8G, THCS §Æng Thai 

Mai, TP. Vinh, NghÖ An; L¹i Tr−êng Giang, 

9A, THCS NguyÔn Quang BÝch, Tam N«ng, 

Phó Thä; Lª Thµnh Trung, 9D, THCS §iÖn 

Biªn, TP. Thanh Hãa, Thanh Hãa; Ph¹m 
Duy Nguyªn L©m, 8A1, THCS Thanh Xu©n, 

Q. Thanh Xu©n; Lª Duy Anh, NguyÔn L−¬ng 
Uy, 9C1, THCS Archimedes Academy, Q. CÇu 

GiÊy, Hµ Néi. 

trÇn quang hïng 
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@ §Æt t¹i b−u ®iÖn cña VNPT: T¹p chÝ 
To¸n Tuæi th¬ 1: C169; T¹p chÝ To¸n 
Tuæi th¬ 2: C169.1; Tæng tËp To¸n Tuæi 
th¬ 1 n¨m 2018: C169.2; Tæng tËp To¸n 
Tuæi th¬ 2 n¨m 2018: C169.3; Tæng tËp 
To¸n Tuæi th¬ 1 n¨m 2017: C169.4; Tæng 
tËp To¸n Tuæi th¬ 2 n¨m 2017: C169.5. 

@ C¸c tËp thÓ nhμ tr−êng cã thÓ ®Æt qua 
Phßng GD vμ §T hoÆc Së GD vμ §T. 
Th«ng tin chi tiÕt liªn hÖ qua sè m¸y 
0912268725 (gÆp chÞ TrÞnh ThÞ TuyÕt 
Trang). 

§−îc th−ëng k× nµy 
Thi gi¶i to̧n qua th− 
Hoµng Anh Kh«i, NguyÔn TrÇn Kiªn, 7C1, 
THCS Archimedes Academy, Q. CÇu 
GiÊy; Ph¹m Duy Nguyªn L©m, 8A1, 

THCS Thanh Xu©n, Q. Thanh Xu©n, Hµ 
Néi; Lª V¨n Quang HiÕu, 7D, THCS Lý 

NhËt Quang, §« L−¬ng, NghÖ An; §ç  
Ngäc TiÕn, 7A3, THCS L©m Thao, L©m 
Thao; Phïng §¨ng D−¬ng, 8C, THCS 

V¨n Lang, TP. ViÖt Tr×, Phó Thä; D−¬ng 
Trung Quèc, 6D, THCS LËp Th¹ch, LËp 
Th¹ch; NguyÔn Huy Hoµng S¬n, 6A2, 

THCS Yªn L¹c, Yªn L¹c, VÜnh Phóc; 

NguyÔn §øc An, 9A, THCS Lª V¨n ThÞnh, 

Gia B×nh, B¾c Ninh; §oµn Minh §øc, 7A, 

THCS Hoµng Xu©n H·n, §øc Thä, Hµ 
TÜnh; §oµn Nguyªn Vò, 6B, NguyÔn Ngäc 
DiÖu, 9A, THCS NguyÔn HiÒn, Nam Trùc, 

Nam §Þnh; Lª Thµnh Trung, 9D, THCS 

§iÖn Biªn, TP. Thanh Hãa; Lª Phó 
Quang, 7D, THCS Nh÷ B¸ Sü, Ho»ng 

Hãa, Thanh Hãa. 

 
 



 

chøng minh ®−êng th¼ng ®i qua §iÓm cè ®Þnh 
NGUYÔN XU¢N C¶NH 

Tr−êng THCS Lý Tù Träng, B×nh Xuyªn, VÜnh Phóc

rong c¸c bµi to¸n h×nh häc th× d¹ng to¸n 
chøng minh ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm cè 

®Þnh lµ mét trong nh÷ng d¹ng bµi khã, hay 
gÆp trong c¸c ®Ò thi häc sinh giái cÊp tØnh vµ 
thi vµo tr−êng THPT chuyªn. 
§Ó chøng minh ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm cè 
®Þnh ta th−êng ®i theo c¸c b−íc sau:  
- T×m hiÓu néi dung bµi to¸n: Trong b−íc nµy 
cÇn x¸c ®Þnh râ yÕu tè cè ®Þnh, quan hÖ gi÷a 
c¸c yÕu tè kh«ng ®æi víi c¸c yÕu tè thay ®æi, 
t×m mèi quan hÖ gi÷a c¸c yÕu tè ®ã. 
- Dù ®o¸n ®iÓm cè ®Þnh: Dùa vµo nh÷ng vÞ trÝ 
®Æc biÖt cña yÕu tè chuyÓn ®éng ®Ó dù ®o¸n 
®iÓm cè ®Þnh b»ng c¸ch lÊy mét vµi vÞ trÝ ®Æc 
biÖt céng víi c¸c ®Æc ®iÓm bÊt biÕn kh¸c nh− 
tÝnh chÊt ®èi xøng, song song, th¼ng hµng… 
- T×m tßi h−íng gi¶i: Tõ viÖc dù ®o¸n ®iÓm cè 
®Þnh, t×m mèi quan hÖ gi÷a ®iÓm ®ã víi c¸c 
yÕu tè chuyÓn ®éng, yÕu tè cè ®Þnh vµ yÕu tè 
kh«ng ®æi. 
D−íi ®©y lµ mét sè bµi to¸n chøng minh 
®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm cè ®Þnh.  
Bµi to¸n 1. Cho tam gi¸c ABC, M lµ mét 
®iÓm n»m trong tam gi¸c. LÇn l−ît vÏ c¸c 
h×nh b×nh hµnh BMCD, AMDE. Chøng minh 
r»ng khi M di ®éng th× ®−êng th¼ng ME lu«n 
®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 
> Ph©n tÝch. Tr−íc hÕt thö hai vÞ trÝ cña M lµ 
trọng tâm và trực tâm của tam giác ABC. Tõ 
®ã ta dù ®o¸n ME lu«n ®i qua träng t©m G 
cña tam gi¸c ABC.  
Lêi gi¶i. Gäi N lµ trung ®iÓm cña BC khi ®ã N 
cè ®Þnh. V× BMCD lµ h×nh h×nh hµnh nªn N 
còng lµ trung ®iÓm cña MD.  
Do ®ã AN lµ ®−êng trung tuyÕn cña tam gi¸c 
AMD. 
V× AMDE lµ h×nh b×nh hµnh nªn ME c¾t AD t¹i 
trung ®iÓm P cña mçi ®−êng nªn MP lµ ®−êng 
trung tuyÕn cña tam gi¸c AMD. 

 
Tam gi¸c AMD cã hai ®−êng trung tuyÕn AN 
vµ MP c¾t nhau t¹i G nªn G lµ träng t©m cña 

tam gi¸c AMD, suy ra =
2

AG AN.
3

 

Do A, N cè ®Þnh nªn G cè ®Þnh. 
VËy ME lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh lµ träng t©m 
G cña tam gi¸c ABC. 
NhËn xÐt. Víi bµi to¸n trªn ta còng cã thÓ 
chøng minh theo h−íng lÊy G lµ träng t©m 
cña tam gi¸c ABC (khi ®ã G cè ®Þnh) råi 
chøng minh M, G, E th¼ng hµng. 
Bµi to¸n 2. Cho hai ®iÓm cè ®Þnh B vµ C. Mét 
®iÓm A thay ®æi trªn mét trong hai nöa mÆt 
ph¼ng bê BC sao cho A, B, C kh«ng th¼ng 
hµng. Dùng hai tam gi¸c vu«ng c©n ADB vµ 
ACE víi DA = DB; EA = EC sao cho ®iÓm D 
vµ C n»m kh¸c phÝa ®èi víi ®−êng th¼ng AB, 
E vµ B n»m kh¸c phÝa ®èi víi ®−êng th¼ng 
AC. Gäi M lµ trung ®iÓm cña DE. Chøng minh 
r»ng ®−êng th¼ng AM lu«n ®i qua mét ®iÓm 
cè ®Þnh. 
> Ph©n tÝch. XÐt tr−êng hîp ®Æc biÖt ®ã lµ tam 
gi¸c ABC vu«ng c©n t¹i A, khi ®ã A, D, E 
th¼ng hµng vµ M trïng víi A, tøc lµ AM ®i qua 
®iÓm cè ®Þnh lµ ®Ønh cña tam gi¸c vu«ng c©n 
víi ®¸y BC. 

T 



 

 

 

Lêi gi¶i. Dùng h×nh b×nh hµnh ADNE vµ gäi H 

lµ giao ®iÓm cña DN víi CE.  
Theo tÝnh chÊt h×nh b×nh hµnh ta cã A, M, N 
th¼ng hµng. 

XÐt ΔBDN vµ ΔNEC cã BD = NE (= AD), 

n n n n= − = − =o oBDN 90 ADN 90 AEN NEC , 

DN = EC (= AE) nªn ΔBDN = ΔNEC (c.g.c).  

Suy ra NB = NC (1); n n=DNB ECN.   

L¹i cã DH // AE vµ  
n n= ⇒ =o oAEC 90 NHC 90 .   

Do ®ã n n+DNB HNC n n= + = oHCN HNC 90  

n⇒ = oBNC 90 (2).  

Tõ (1) vµ (2) ta ®−îc tam gi¸c BNC vu«ng 
c©n t¹i N do ®ã N cè ®Þnh. 
VËy AM lu«n ®i qua ®iÓm N cè ®Þnh. 

Bµi to¸n 3. Cho ®−êng trßn (O; R) vµ d©y AB 

cè ®Þnh. C lµ mét ®iÓm chuyÓn ®éng trªn 
cung lín AB. Gäi M lµ trung ®iÓm cña AC. 
Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng kÎ qua M vµ 
vu«ng gãc víi BC lu«n ®i qua mét ®iÓm cè 
®Þnh.  

Lêi gi¶i. VÏ ®−êng kÝnh BD, do B cè ®Þnh nªn 

D cè ®Þnh.  
Gi¶ sö ®−êng th¼ng kÎ qua M vµ vu«ng gãc 

víi BC c¾t AD t¹i I. Ta cã n = oBCD 90  (gãc néi 

tiÕp ch¾n nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh BD).  
Do ®ã MI // CD. 

XÐt ΔACD cã MA = MC, MI // CD.  
Suy ra I lµ trung ®iÓm cña AD cè ®Þnh hay 
®−êng th¼ng kÎ qua M vµ vu«ng gãc víi BC 
®i qua I cè ®Þnh.    

 

Bµi to¸n 4. Cho tam gi¸c ABC vµ hai ®iÓm M, 
N thø tù chuyÓn ®éng trªn hai tia BA, CA sao 
cho BM = CN. Chøng minh r»ng ®−êng trung 
trùc cña MN lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 

 
> Ph©n tÝch. Khi M ≡  B th× N ≡  C. 
Do ®ã ®−êng trung trùc cña MN lµ trung trùc 
cña BC. 
VËy ®iÓm cè ®Þnh n»m trªn ®−êng trung trùc 
cña BC.  
Gi¶ sö AB < AC, khi M trïng víi A th× N trïng 
víi K (K ∈ AC, CK = AB). 



 

 

Trung trùc cña AK c¾t trung trùc cña BC t¹i I, 
chøng tá r»ng I n»m trªn ®−êng trßn ngo¹i 
tiÕp tam gi¸c ABC. 
Lêi gi¶i. Gäi I lµ giao ®iÓm cña c¸c ®−êng 
trung trùc cña BC vµ MN. 
XÐt ΔIMB vµ ΔINC cã  
BM = CN (gt), IM = IN, IB = IC (v× I thuéc trung 
trùc cña MN vµ BC).   
Do ®ã ΔIMB = ΔINC (c.c.c).  

Suy ra n n=MBI NCI.   

XÐt tø gi¸c ABCI cã n n=MBI NCI nªn tø gi¸c 
ABCI néi tiÕp hay I thuéc ®−êng trßn ngo¹i 
tiÕp tam gi¸c ABC. 
Mµ ®−êng trung trùc cña BC cè ®Þnh nªn I cè 
®Þnh.   
VËy trung trùc cña MN ®i qua I cè ®Þnh. 
NhËn xÐt. Ta còng cã thÓ gi¶i bµi to¸n theo 
c¸ch: LÊy I lµ giao ®iÓm cña ®−êng trung trùc 
c¹nh BC víi ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c 
ABC, råi chøng minh I thuéc ®−êng trung trùc 
cña MN theo h−íng chøng minh MI = NI. 
Bµi to¸n 5. Cho ®−êng trßn t©m O, d©y AB. 
§iÓm M di chuyÓn trªn cung lín AB. C¸c 
®−êng cao AE, BF cña tam gi¸c ABM c¾t 
nhau ë H. §−êng trßn t©m H b¸n kÝnh HM c¾t 
MA, MB theo thø tù ë C, D.  
a) Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng kÎ tõ M 
vu«ng gãc víi CD lu«n ®i qua mét ®iÓm cè 
®Þnh. 
b) Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng kÎ tõ H vµ 
vu«ng gãc víi CD còng ®i qua mét ®iÓm cè 
®Þnh. 
> Ph©n tÝch. a) Ta thÊy ngay ®−êng th¼ng kÎ 
qua M vµ vu«ng gãc víi CD ®i qua ®iÓm O.  
b) XÐt hai vÞ trÝ ®Æc biÖt cña M, ®ã lµ M ë vÞ trÝ 
sao cho MA, MB lÇn l−ît lµ ®−êng kÝnh th× ta 
x¸c ®Þnh ®−îc vÞ trÝ cña ®iÓm K. 
Khi ®ã ta thÊy tø gi¸c MHOK lµ h×nh b×nh 
hµnh ®ång thêi MH cã ®é dµi kh«ng ®æi suy 
ra K cè ®Þnh. 
Lêi gi¶i. a) KÎ tiÕp tuyÕn Mx víi ®−êng trßn 

(O) th× n = oxMO 90 .    

Ta cã n n=xMB MAB  (cïng ch¾n cung MB cña 
®−êng trßn t©m O).  

L¹i cã n n= = oAEB AFB 90 nªn tø gi¸c ABEF 
néi tiÕp ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB.  

Suy ra n n=MEF MAB.   

Do ®ã n n=MEF xMB. 
Mµ hai gãc nµy ë vÞ trÝ so le trong nªn 
Mx // EF. 

L¹i cã n = oxMO 90 .  
Suy ra OM⊥EF (1). 

 

Ta cã H lµ t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c 
MCD. 
HE⊥MD nªn E lµ trung ®iÓm MD. 
T−¬ng tù F lµ trung ®iÓm MC. 
Suy ra EF lµ ®−êng trung b×nh tam gi¸c MCD 
hay EF // CD (2).  
Tõ (1) vµ (2) suy ra OM⊥CD.  
Do ®ã ®−êng th¼ng ®i qua M vµ vu«ng gãc 
víi CD ®i qua ®iÓm cè ®Þnh O. 
b) Gäi K lµ ®iÓm ®èi xøng víi O qua AB, ta cã 
OK⊥AB t¹i trung ®iÓm I cña AB. 
Mµ MH⊥AB suy ra MH // OK.  
Gäi N lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña O trªn MB 
th× BN = MN. 
V× OI // MH (cïng vu«ng gãc víi AB), IN // AB 

nªn n n=OIN HMA  (gãc cã c¹nh t−¬ng øng 

song song), t−¬ng tù n n=ONI HAM.  
Tõ ®ã suy ra ΔOIN  ΔHMA (g.g). 

Do ®ã = = ⇒ = =OI IN 1
MH 2OI OK.

HM AM 2
  

VËy tø gi¸c MHKO lµ h×nh b×nh hµnh.  
Suy ra HK // OM, mµ OM⊥CD, nªn HK⊥CD.  



 

 

Do O, AB cho tr−íc, nªn K lµ ®iÓm cè ®Þnh. 
VËy ®−êng th¼ng kÎ tõ H vu«ng gãc CD ®i 
qua ®iÓm K cè ®Þnh. 
NhËn xÐt. Víi phÇn b ta còng cã thÓ chøng 
minh theo c¸ch: Gäi K lµ giao ®iÓm cña 
®−êng th¼ng kÎ qua H vu«ng gãc víi CD vµ 
®−êng th¼ng kÎ qua O vu«ng gãc víi BC, råi 
chøng minh K cè ®Þnh. 
Bµi to¸n 6. Cho gãc vu«ng xOy, ®iÓm A cè 
®Þnh trªn Ox, ®iÓm B di chuyÓn trªn Oy. 
§−êng trßn t©m I néi tiÕp tam gi¸c ABO tiÕp 
xóc víi AB, BO theo thø tù ë M, N. Chøng 
minh r»ng ®−êng th¼ng MN lu«n ®i qua mét 
®iÓm cè ®Þnh. 
> Ph©n tÝch. V× ΔBMN c©n do ®ã khi B ≡ O th× 
n = oMNB 45 nªn ®iÓm cè ®Þnh ph¶i n»m trªn 
ph©n gi¸c cña gãc xOy. 
Khi B c¸ch O rÊt xa th× b¸n kÝnh ®−êng trßn (I) 

gÇn b»ng 
OA

2
 khi ®ã MN lµ ®−êng th¼ng 

song song víi Ox vµ c¸ch Ox mét kho¶ng 

b»ng 
OA

.
2

 

Lêi gi¶i.  

 
Gi¶ sö ph©n gi¸c Om cña gãc xOy c¾t MN 
t¹i F. 

V× ΔBMN c©n do ®ã n
�

= +o B
ONM 90 .

2
  

L¹i cã n
�

= +o B
AIO 90 .

2
 

Suy ra n n=ONM AIO.   

Tõ ®ã ta cã ΔAIO  ΔFNO (g.g) 

n⇒ = = = =oOF ON 1
cosION cos 45

OA OI 2
  

⇒ = OA
OF

2
 kh«ng ®æi. 

Bµi to¸n 7. Cho h×nh vu«ng ABCD cã t©m O. 
VÏ ®−êng th¼ng (d) quay quanh O c¾t AD, BC 
theo thø tù t¹i E, F. Tõ E, F lÇn l−ît vÏ c¸c 
®−êng th¼ng song song víi BD, CA chóng c¾t 
nhau t¹i I. Qua I vÏ ®−êng th¼ng (m) vu«ng 
gãc víi EF. Chøng minh ®−êng th¼ng (m) 
lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh khi (d) quay 
quanh O. 
> Ph©n tÝch. Khi E ≡ A th× HI qua A vµ vu«ng 
gãc víi AC. 
Khi E ≡ D th× HI qua B vµ vu«ng gãc víi BD. 
Do tÝnh chÊt ®èi xøng cña h×nh vÏ nªn ®iÓm 
cè ®Þnh n»m trªn ®−êng trung trùc cña AB. 
Dù ®o¸n ®iÓm cè ®Þnh K n»m trªn ®−êng trßn 
®−êng kÝnh AB. 
Lêi gi¶i. 

 

DÔ thÊy I thuéc AB.  
Gäi H lµ giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng (m) vµ 
EF. 



 

 

Ta cã n n+ = oIHE IAE 180  nªn tø gi¸c IHEA néi 

tiÕp. 

Suy ra n n n= = = oIHA IEA BDA 45 .  

T−¬ng tù n n+ = oIHF IBF 180  nªn tø gi¸c IHFB 
néi tiÕp. 

Suy ra n n n= = = oIHB IFB ACB 45 .  

VÏ ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB, ta cã  
n n n= + = oBHA IHA IHB 90  nªn H thuéc ®−êng 

trßn ®−êng kÝnh AB. 
Gäi K lµ giao ®iÓm cña HI víi ®−êng trßn 
®−êng kÝnh AB ta cã:  
p n n= = = os® KA 2KHA 2IHA 90 .   

Do K thuéc ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB vµ sè 
®o cung KA b»ng 90o nªn K cè ®Þnh hay 
®−êng th¼ng (m) ®i qua K cè ®Þnh. 

Bµi to¸n 8. Cho ®−êng th¼ng (d) n»m ngoµi 
®−êng trßn (O). I lµ ®iÓm di ®éng trªn (d). 
§−êng trßn ®−êng kÝnh OI c¾t (O) t¹i M, N. 
Chøng minh ®−êng th¼ng MN lu«n ®i qua mét 
®iÓm cè ®Þnh. 
> Ph©n tÝch. Do M, N ®èi xøng víi nhau qua 
OI nªn ®iÓm cè ®Þnh n»m trªn ®−êng th¼ng 
qua O vµ vu«ng gãc víi (d).  

Lêi gi¶i. KÎ OH vu«ng gãc víi (d) t¹i H, OH 
c¾t MN t¹i P. 
Gäi Q lµ giao ®iÓm cña MN vµ OI. 

 

XÐt ΔOQP vµ ΔOHI cã gãc O chung, 
n n= = oOQP OHI 90 .   

Suy ra ΔOQP  ΔOHI (g.g). 

Do ®ã = ⇒ =OP OQ
OP.OH OQ.OI.

OI OH
  

L¹i cã tam gi¸c OMI vu«ng t¹i M vµ cã ®−êng 

cao MQ nªn OM2 = OQ.OI. 

Tõ ®ã ta cã = ⇒ =
2

2 OM
OP.OH OM OP

OH
 

(kh«ng ®æi do O, H cè ®Þnh vµ OM lµ b¸n kÝnh 
cña (O) kh«ng ®æi).  
VËy P cè ®Þnh, do ®ã MN ®i qua P cè ®Þnh. 

Bµi tËp tù luyÖn 
Bµi 1. Cho gãc vu«ng xOy. A, B theo thø tù 

chuyÓn ®éng trªn Ox, Oy sao cho OA + OB 

= a (a lµ ®é dµi cho tr−íc). Gäi G lµ träng 
t©m cña tam gi¸c OAB. Chøng minh r»ng 
®−êng th¼ng qua G vµ vu«ng gãc víi AB 
lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 

Bµi 2. Cho ®−êng trßn t©m (O). Tõ ®iÓm A cè 
®Þnh ë ngoµi (O) kÎ tiÕp tuyÕn AB, AC tíi (O) 
(B, C lµ tiÕp ®iÓm). LÊy ®iÓm M trªn cung 
nhá BC. Gäi D, E, F theo thø tù lµ h×nh chiÕu 
vu«ng gãc cña M trªn BC, AC, AB. MB c¾t 
DF t¹i P, MC c¾t DE t¹i Q. Chøng minh r»ng 
khi M di chuyÓn trªn cung nhá BC th× ®−êng 
th¼ng nèi giao ®iÓm cña hai ®−êng trßn 
ngo¹i tiÕp c¸c tam gi¸c MPF vµ MQE lu«n ®i 
qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 

Bµi 3. Cho ®o¹n th¼ng AB vµ mét ®iÓm M 
bÊt k× trªn ®o¹n th¼ng Êy. Tõ M vÏ tia Mx 
vu«ng gãc víi AB. Trªn tia Mx lÊy hai ®iÓm 

C, D sao cho MC = MA, MD = MB. §−êng 
trßn (O1) qua ba ®iÓm A, M, C vµ ®−êng trßn 
(O2) qua ba ®iÓm B, M, D c¾t nhau t¹i ®iÓm 
thø hai N. Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng MN 
lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh khi M di ®éng 
trªn AB. 
 
 

 
 
 
 



 

lêi gi¶i ®−îc ch−a?  
NguyÔn Thanh Giang 

Tr−êng THPT chuyªn H−ng Yªn, H−ng Yªn 

Bµi to¸n. Gi¶ sö M lµ ®iÓm n»m trªn nöa 
®−êng trßn (O) ®−êng kÝnh AB. KÎ MH vu«ng 
gãc víi AB t¹i H (H kh«ng trïng O). §−êng 
trßn (O’) ®−êng kÝnh MH c¾t MA, MB vµ (O) 
lÇn l−ît t¹i E, F vµ C (C kh¸c M). Chøng 
minh r»ng AB, EF, CM ®ång quy.  
Mét häc sinh ®· gi¶i nh− sau: 
Gäi I lµ giao ®iÓm cña EF vµ MC, ta chøng 
minh A, B, I th¼ng hµng hay MH vu«ng gãc 
víi HI. ThËt vËy ta cã  

 

n n p

n p p p

1
HMI HMC s®HC;

2
1 1

MIH (s® HM s®HC) s®MC
2 2

= =

= − =
  

n n p p o1
HMI MIH (s® HC s® MC) 90

2
⇒ + = + =  

⇒ ⊥MH HI  (®pcm). 

 
C¸c b¹n h·y nhËn xÐt xem lêi gi¶i trªn cã 
chç nµo ch−a æn? B¹n h·y söa l¹i cho ®óng 
nhÐ! 
 

  (TTT2 sè 202) 

kÕt luËn nh− thÕ ®· ®óng ch−a? 
Lêi gi¶i sai lÇm ë chç 
MA + MC > AC vµ MB + MD > BD do b¹n ®ã 
kh«ng xÐt kh¶ n¨ng ®iÓm M thuéc AC vµ BD. 
Lêi gi¶i ®óng 
Gäi O lµ giao ®iÓm cña AC vµ BD. 
Ta cã MA + MC ≥ AC vµ  MB + MD ≥ BD. 
Do ®ã MA + MB + MC + MD ≥ AC + BD. 
§¼ng thøc x¶y ra khi M ≡ O. 
VËy khi M lµ giao ®iÓm hai ®−êng chÐo AC 
vµ BD th× tæng MA + MB + MC + MD ®¹t gi¸ 
trÞ nhá nhÊt. 

NhËn xÐt. Bµi to¸n nµy kh«ng khã 
ph¸t hiÖn lçi sai, nªn cã nhiÒu häc 
sinh líp 7 tham gia gi¶i quyÕt, hÇu 

hÕt ®Òu ph¸t hiÖn ®óng vµ gi¶i l¹i tèt, cã mét 
sè Ýt lêi gi¶i l¹i ch−a thËt chÆt chÏ. 
C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i tèt vµ nhËn ®−îc quµ 
k× nµy: Th©n Lan Ph−¬ng, 9C, THCS NguyÔn 

Cao, QuÕ Vâ, B¾c Ninh; NguyÔn Thanh 
TuÊn, 8G, THCS §Æng Thai Mai, TP Vinh, 
NghÖ An; TrÇn Minh Hoµng, 7E THCS 
NguyÔn Tr·i, Nghi Xu©n, Hµ TÜnh; L−u Thïy 
D−¬ng, 8A3, THCS TrÇn §¨ng Ninh, 
TP. Nam §Þnh, Nam §Þnh; TrÇn Trung Phóc, 
8A4, THCS Ng« Gia Tù, Hång Bµng, H¶i 
Phßng.  
C¸c b¹n sau cã lêi gi¶i ®óng ®−îc khen: 
§Æng Quang Huy, 8G; Tr−¬ng Quang M¹nh, 
9D, THCS §Æng Thai Mai, TP. Vinh; Lª Kh¾c 
H−ng, 7A, THCS Lý NhËt Quang, §« L−¬ng, 
NghÖ An; NguyÔn S¬n H¶i; NguyÔn M¹nh 
Hïng, 9A3, THCS GiÊy Phong Ch©u, Phï 
Ninh; TrÇn ThÞ Thanh Th¶o, 8A3, THCS L©m 
Thao, L©m Thao, Phó Thä; Lª ThÞ DiÖu 
Thóy, 9A, THCS B×nh ThÞnh, §øc Thä, Hµ 
TÜnh. 

vi m¹nh t−êng 



 

 
nh÷ng yªu cÇu cÇn ®¹t ë líp 7
m¹ch kiÕn thøc “sè vµ ®¹i sè” 
1. Sè 

B Sè h÷u tØ 
+ Sè h÷u tØ vµ tËp hîp c¸c sè h÷u tØ. Thø tù 
trong tËp hîp c¸c sè h÷u tØ  
- NhËn biÕt ®−îc sè h÷u tØ vµ lÊy ®−îc vÝ dô 

vÒ sè h÷u tØ.  

- NhËn biÕt ®−îc tËp hîp c¸c sè h÷u tØ. 
- BiÓu diÔn ®−îc sè h÷u tØ trªn trôc sè. 
- NhËn biÕt ®−îc sè ®èi cña mét sè h÷u tØ.  
- NhËn biÕt ®−îc thø tù trong tËp hîp c¸c sè 
h÷u tØ. So s¸nh ®−îc hai sè h÷u tØ.  

+ C¸c phÐp tÝnh víi sè h÷u tØ 
- Thùc hiÖn ®−îc c¸c phÐp tÝnh: céng, trõ, 

nh©n, chia trong tËp hîp sè h÷u tØ.  
- M« t¶ ®−îc phÐp tÝnh luü thõa víi sè mò tù 
nhiªn cña mét sè h÷u tØ vµ mét sè tÝnh chÊt 
cña phÐp tÝnh ®ã (tÝch vµ th−¬ng cña hai luü 
thõa cïng c¬ sè, luü thõa cña luü thõa).  

- M« t¶ ®−îc thø tù thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh, 
quy t¾c dÊu ngoÆc, quy t¾c chuyÓn vÕ trong 
tËp hîp sè h÷u tØ.  
- VËn dông ®−îc c¸c tÝnh chÊt giao ho¸n, kÕt 
hîp, ph©n phèi cña phÐp nh©n ®èi víi phÐp 

céng, quy t¾c dÊu ngoặc víi sè h÷u tØ trong 

tÝnh to¸n (tÝnh viÕt vµ tÝnh nhÈm, tÝnh nhanh 
mét c¸ch hîp lÝ).  
- Gi¶i quyÕt ®−îc mét sè vÊn ®Ò thùc tiÔn 
g¾n víi c¸c phÐp tÝnh vÒ sè h÷u tØ (vÝ dô: c¸c 
bµi to¸n liªn quan ®Õn chuyÓn ®éng trong 
VËt lÝ, trong ®o ®¹c,...).  

B Sè thùc 
+ C¨n bËc hai sè häc 
- NhËn biÕt ®−îc kh¸i niÖm c¨n bËc hai sè 
häc cña mét sè kh«ng ©m.  

- TÝnh ®−îc gi¸ trÞ (®óng hoÆc gÇn ®óng) c¨n 

bËc hai sè häc cña mét sè nguyªn d−¬ng 

b»ng m¸y tÝnh cÇm tay. 

+ Sè v« tØ. Sè thùc 
- NhËn biÕt ®−îc sè thËp ph©n h÷u h¹n vµ sè 

thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoµn. 

- NhËn biÕt ®−îc sè v« tØ, sè thùc, tËp hîp 

c¸c sè thùc.  

- NhËn biÕt ®−îc trôc sè thùc vµ biÓu diÔn 

®−îc sè thùc trªn trôc sè trong tr−êng hîp 

thuËn lîi.  

- NhËn biÕt ®−îc sè ®èi cña mét sè thùc.  

- NhËn biÕt ®−îc thø tù trong tËp hîp c¸c sè 

thùc. 

- NhËn biÕt ®−îc gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña mét sè 

thùc. 

- Thùc hiÖn ®−îc −íc l−îng vµ lµm trßn sè 

c¨n cø vµo ®é chÝnh x¸c cho tr−íc. 

+ TØ lÖ thøc vµ d·y tØ sè b»ng nhau  
- NhËn biÕt ®−îc tØ lÖ thøc vµ c¸c tÝnh chÊt 

cña tØ lÖ thøc. 

- VËn dông ®−îc tÝnh chÊt cña tØ lÖ thøc trong 

gi¶i to¸n. 

- NhËn biÕt ®−îc d·y tØ sè b»ng nhau. 

- VËn dông ®−îc tÝnh chÊt cña d·y tØ sè b»ng 

nhau trong gi¶i to¸n (vÝ dô: chia mét sè 

thµnh c¸c phÇn tØ lÖ víi c¸c sè cho tr−íc, ...).  

+ Gi¶i to¸n vÒ ®¹i l−îng tØ lÖ  

- Gi¶i ®−îc mét sè bµi to¸n ®¬n gi¶n vÒ ®¹i 

l−îng tØ lÖ thuËn (vÝ dô: bµi to¸n vÒ tæng s¶n 
phÈm thu ®−îc vµ n¨ng suÊt lao ®éng, ...).  

- Gi¶i ®−îc mét sè bµi to¸n ®¬n gi¶n vÒ ®¹i 

l−îng tØ lÖ nghÞch (vÝ dô: bµi to¸n vÒ thêi gian 

hoµn thµnh kÕ ho¹ch vµ n¨ng suÊt lao 

®éng, ...).  



 

2. §¹i sè 

B BiÓu thøc ®¹i sè  
+ BiÓu thøc ®¹i sè 
- NhËn biÕt ®−îc biÓu thøc ®¹i sè. 

- TÝnh ®−îc gi¸ trÞ cña mét biÓu thøc ®¹i sè.  

+ §a thøc mét biÕn  
- NhËn biÕt ®−îc ®Þnh nghÜa ®a thøc mét 

biÕn.  

- NhËn biÕt ®−îc c¸ch biÓu diÔn ®a thøc mét 

biÕn; x¸c ®Þnh ®−îc bËc cña ®a thøc mét 

biÕn.  

- TÝnh ®−îc gi¸ trÞ cña ®a thøc khi biÕt gi¸ trÞ 

cña biÕn.  

- NhËn biÕt ®−îc kh¸i niÖm nghiÖm cña ®a 

thøc mét biÕn.  

- Thùc hiÖn ®−îc c¸c phÐp tÝnh: phÐp céng, 

phÐp trõ, phÐp nh©n, phÐp chia trong tËp 

hîp c¸c ®a thøc mét biÕn; vËn dông ®−îc 

nh÷ng tÝnh chÊt cña c¸c phÐp tÝnh ®ã trong 

tÝnh to¸n.  

M¹CH KIÕN THøC “H×NH HäC Vµ §O 

L¦êNG” 
1. H×nh häc trùc quan 

B C¸c h×nh khèi trong thùc tiÔn  
+ H×nh hép ch÷ nhËt vµ h×nh lËp ph−¬ng  
- M« t¶ ®−îc mét sè yÕu tè c¬ b¶n (®Ønh, 

c¹nh, gãc, ®−êng chÐo) cña h×nh hép ch÷ 

nhËt vµ h×nh lËp ph−¬ng.  

- Gi¶i quyÕt ®−îc mét sè vÊn ®Ò thùc tiÔn 

g¾n víi viÖc tÝnh thÓ tÝch, diÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh hép ch÷ nhËt, h×nh lËp 

ph−¬ng (vÝ dô: tÝnh thÓ tÝch hoÆc diÖn tÝch 

xung quanh cña mét sè ®å vËt quen thuéc cã 

d¹ng h×nh hép ch÷ nhËt, h×nh lËp ph−¬ng,...).  

+ L¨ng trô ®øng tam gi¸c, l¨ng trô ®øng tø 

gi¸c  
- M« t¶ ®−îc h×nh l¨ng trô ®øng tam gi¸c, 

h×nh l¨ng trô ®øng tø gi¸c (vÝ dô: hai mÆt ®¸y 

lµ song song; c¸c mÆt bªn ®Òu lµ h×nh ch÷ 

nhËt) vµ t¹o lËp ®−îc h×nh l¨ng trô ®øng tam 

gi¸c, h×nh l¨ng trô ®øng tø gi¸c.  

- TÝnh ®−îc diÖn tÝch xung quanh, thÓ tÝch 

cña h×nh l¨ng trô ®øng tam gi¸c, h×nh l¨ng 

trô ®øng tø gi¸c.  

- Gi¶i quyÕt ®−îc mét sè vÊn ®Ò thùc tiÔn 

g¾n víi viÖc tÝnh thÓ tÝch, diÖn tÝch xung 

quanh cña mét l¨ng trô ®øng tam gi¸c, h×nh 

l¨ng trô ®øng tø gi¸c (vÝ dô: tÝnh thÓ tÝch hoÆc 

diÖn tÝch xung quanh cña mét sè ®å vËt quen 

thuéc cã d¹ng l¨ng trô ®øng tam gi¸c, l¨ng 

trô ®øng tø gi¸c,...).  

2. H×nh häc ph¼ng 

B C¸c h×nh h×nh häc c¬ b¶n 
+ Gãc ë vÞ trÝ ®Æc biÖt. Tia ph©n gi¸c cña mét 

gãc  

- NhËn biÕt ®−îc c¸c gãc ë vÞ trÝ ®Æc biÖt (hai 

gãc kÒ bï, hai gãc ®èi ®Ønh).  

- NhËn biÕt ®−îc tia ph©n gi¸c cña mét gãc. 

- NhËn biÕt ®−îc c¸ch vÏ tia ph©n gi¸c cña 

mét gãc b»ng dông cô häc tËp.  

+ Hai ®−êng th¼ng song song. Tiªn ®Ò 

Euclid vÒ ®−êng th¼ng song song  

- M« t¶ ®−îc mét sè tÝnh chÊt cña hai ®−êng 

th¼ng song song.  

- M« t¶ ®−îc dÊu hiÖu song song cña hai 

®−êng th¼ng th«ng qua cÆp gãc ®ång vÞ, cÆp 

gãc so le trong.  

- NhËn biÕt ®−îc tiªn ®Ò Euclid vÒ ®−êng 

th¼ng song song.  

+ Kh¸i niÖm ®Þnh lÝ, chøng minh mét ®Þnh lÝ  

NhËn biÕt ®−îc thÕ nµo lµ mét ®Þnh lÝ, chøng 

minh mét ®Þnh lÝ.  

+ Tam gi¸c. Tam gi¸c b»ng nhau. Tam gi¸c 

c©n. Quan hÖ gi÷a ®−êng vu«ng gãc vµ 

®−êng xiªn. C¸c ®−êng ®ång quy cña tam 

gi¸c  

- Gi¶i thÝch ®−îc ®Þnh lÝ vÒ tæng c¸c gãc trong 

mét tam gi¸c b»ng 180o. 

- NhËn biÕt ®−îc liªn hÖ vÒ ®é dµi cña ba 

c¹nh trong mét tam gi¸c.  

- NhËn biÕt ®−îc kh¸i niÖm hai tam gi¸c 

b»ng nhau.  



 

- Gi¶i thÝch ®−îc c¸c tr−êng hîp b»ng nhau 

cña hai tam gi¸c, cña hai tam gi¸c vu«ng.  
- M« t¶ ®−îc tam gi¸c c©n vµ gi¶i thÝch ®−îc 

tÝnh chÊt cña tam gi¸c c©n (vÝ dô: hai c¹nh 

bªn b»ng nhau; hai gãc ®¸y b»ng nhau).  

- NhËn biÕt ®−îc kh¸i niÖm: ®−êng vu«ng 
gãc vµ ®−êng xiªn; kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm 

®Õn mét ®−êng th¼ng. Gi¶i thÝch ®−îc quan 
hÖ gi÷a ®−êng vu«ng gãc vµ ®−êng xiªn dùa 

trªn mèi quan hÖ gi÷a c¹nh vµ gãc ®èi trong 

tam gi¸c (®èi diÖn víi gãc lín h¬n lµ c¹nh 

lín h¬n vµ ng−îc l¹i).  

- NhËn biÕt ®−îc ®−êng trung trùc cña mét 

®o¹n th¼ng vµ tÝnh chÊt c¬ b¶n cña ®−êng 

trung trùc.  
- NhËn biÕt ®−îc: c¸c ®−êng ®Æc biÖt trong 

tam gi¸c (®−êng trung tuyÕn, ®−êng cao, 
®−êng ph©n gi¸c, ®−êng trung trùc); sù ®ång 

quy cña c¸c ®−êng ®Æc biÖt ®ã.  

+ Gi¶i bµi to¸n cã néi dung h×nh häc vµ vËn 

dông gi¶i quyÕt vÊn ®Ò thùc tiÔn liªn quan 

®Õn h×nh häc  
- DiÔn ®¹t ®−îc lËp luËn vµ chøng minh h×nh 

häc trong nh÷ng tr−êng hîp ®¬n gi¶n (vÝ dô: 
lËp luËn vµ chøng minh ®−îc c¸c ®o¹n th¼ng 

b»ng nhau, c¸c gãc b»ng nhau tõ c¸c ®iÒu 
kiÖn ban ®Çu liªn quan ®Õn tam gi¸c,...).  
- Gi¶i quyÕt ®−îc mét sè vÊn ®Ò thùc tiÔn 

liªn quan ®Õn øng dông cña h×nh häc nh−: 

®o, vÏ, t¹o dùng c¸c h×nh ®· häc.  
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 

B Thùc hµnh trong phßng m¸y tÝnh víi 

phÇn mÒm to¸n häc (nÕu nhµ tr−êng cã 

®iÒu kiÖn thùc hiÖn) 
- Sö dông phÇn mÒm ®Ó hç trî viÖc häc c¸c 

kiÕn thøc h×nh häc.  

- Thùc hµnh sö dông phÇn mÒm ®Ó vÏ h×nh 

vµ thiÕt kÕ ®å ho¹ liªn quan ®Õn c¸c kh¸i 

niÖm: tia ph©n gi¸c cña mét gãc, ®−êng 

trung trùc cña mét ®o¹n th¼ng, c¸c ®−êng 

®Æc biÖt trong tam gi¸c. 

M¹CH KIÕN THøC “MéT Sè YÕU Tè 

THèNG Kª Vµ X¸C SUÊT” 
1. Mét sè yÕu tè thèng kª  

B Thu thËp vµ tæ chøc d÷ liÖu 
+ Thu thËp, ph©n lo¹i, biÓu diÔn d÷ liÖu theo 

c¸c theo tiªu chÝ cho tr−íc 

- Thùc hiÖn vµ lÝ gi¶i ®−îc viÖc thu thËp, 

ph©n lo¹i d÷ liÖu theo c¸c tiªu chÝ cho tr−íc 

tõ nh÷ng nguån: v¨n b¶n, b¶ng biÓu, kiÕn 

thøc trong c¸c m«n häc kh¸c vµ trong thùc 

tiÔn.  

- Gi¶i thÝch ®−îc tÝnh hîp lÝ cña d÷ liÖu theo 

c¸c tiªu chÝ to¸n häc ®¬n gi¶n (vÝ dô: tÝnh 

hîp lÝ, tÝnh ®¹i diÖn cña mét kÕt luËn trong 

pháng vÊn; tÝnh hîp lÝ cña c¸c qu¶ng c¸o;...).  

+ M« t¶ vµ biÓu diÔn d÷ liÖu trªn c¸c b¶ng, 

biÓu ®å  

- §äc vµ m« t¶ thµnh th¹o c¸c d÷ liÖu ë d¹ng 

biÓu ®å thèng kª: biÓu ®å h×nh qu¹t trßn (pie 

chart); biÓu ®å ®o¹n th¼ng (line graph).  

- Lùa chän vµ biÓu diÔn ®−îc d÷ liÖu vµo 

b¶ng, biÓu ®å thÝch hîp ë d¹ng: biÓu ®å h×nh 

qu¹t trßn (cho s½n) (pie chart); biÓu ®å ®o¹n 

th¼ng (line graph).  

- NhËn biÕt ®−îc nh÷ng d¹ng biÓu diÔn kh¸c 

nhau cho mét tËp d÷ liÖu.  

B Ph©n tÝch vµ xö lÝ d÷ liÖu  

H×nh thµnh vµ gi¶i quyÕt vÊn ®Ò ®¬n gi¶n 

xuÊt hiÖn tõ c¸c sè liÖu vµ biÓu ®å thèng kª 

®· cã  



 

- NhËn ra ®−îc vÊn ®Ò hoÆc quy luËt ®¬n 

gi¶n dùa trªn ph©n tÝch c¸c sè liÖu thu ®−îc 

ë d¹ng: biÓu ®å h×nh qu¹t trßn (cho s½n) (pie 

chart); biÓu ®å ®o¹n th¼ng (line graph).  

- Gi¶i quyÕt ®−îc nh÷ng vÊn ®Ò ®¬n gi¶n liªn 

quan ®Õn c¸c sè liÖu thu ®−îc ë d¹ng: biÓu 

®å h×nh qu¹t trßn (cho s½n) (pie chart); biÓu 

®å ®o¹n th¼ng (line graph).  

- NhËn biÕt ®−îc mèi liªn hÖ gi÷a thèng kª 

víi nh÷ng kiÕn thøc trong c¸c m«n häc kh¸c 

trong Ch−¬ng tr×nh líp 7 (vÝ dô: LÞch sö vµ 

§Þa lÝ líp 7, Khoa häc tù nhiªn líp 7,...) vµ 

trong thùc tiÔn (vÝ dô: m«i tr−êng, y häc, tµi 

chÝnh,...).  

2. Mét sè yÕu tè x¸c suÊt 
+ Lµm quen víi biÕn cè ngÉu nhiªn. Lµm 

quen víi x¸c suÊt cña biÕn cè ngÉu nhiªn 

trong mét sè vÝ dô ®¬n gi¶n  
- Lµm quen víi c¸c kh¸i niÖm më ®Çu vÒ 

biÕn cè ngÉu nhiªn vµ x¸c suÊt cña biÕn cè 

ngÉu nhiªn trong c¸c vÝ dô ®¬n gi¶n.  

- NhËn biÕt ®−îc x¸c suÊt cña mét biÕn cè 

ngÉu nhiªn trong mét sè vÝ dô ®¬n gi¶n (vÝ 

dô: lÊy bãng trong tói, tung xóc x¾c,...).  

B Thùc hµnh trong phßng m¸y tÝnh víi 

phÇn mÒm to¸n häc (nÕu nhµ tr−êng cã 

®iÒu kiÖn thùc hiÖn)  
Sö dông ®−îc phÇn mÒm ®Ó tæ chøc d÷ liÖu 

vµo biÓu ®å h×nh qu¹t trßn (pie chart); biÓu 

®å ®o¹n th¼ng (line graph).  

HO¹T §éNG THùC HµNH Vµ TR¶I 

NGHIÖM  
Nhµ tr−êng tæ chøc cho häc sinh mét sè ho¹t 

®éng sau vµ cã thÓ bæ sung c¸c ho¹t ®éng 

kh¸c tuú vµo ®iÒu kiÖn cô thÓ.  

Ho¹t ®éng 1: T×m hiÓu mét sè kiÕn thøc vÒ 

tµi chÝnh:  

- Thùc hµnh tÝnh to¸n viÖc t¨ng, gi¶m theo 

gi¸ trÞ phÇn tr¨m cña mét mÆt hµng hoÆc mét 

kÕ ho¹ch s¶n xuÊt, kinh doanh.  

- Lµm quen víi giao dÞch ng©n hµng.  

- Lµm quen víi thuÕ vµ viÖc tÝnh thuÕ.  

Ho¹t ®éng 2: Thùc hµnh øng dông c¸c kiÕn 

thøc to¸n häc vµo thùc tiÔn vµ c¸c chñ ®Ò 

liªn m«n, ch¼ng h¹n:  

- VËn dông kiÕn thøc thèng kª ®Ó ®äc hiÓu 

c¸c b¶ng biÓu trong LÞch sö vµ §Þa lÝ líp 7, 

Khoa häc tù nhiªn líp 7.  

- Thu thËp, ph©n lo¹i vµ biÓu diÔn d÷ liÖu 

(theo c¸c tiªu chÝ cho tr−íc) vµo biÓu ®å h×nh 

qu¹t trßn (pie chart) hoÆc biÓu ®å ®o¹n 

th¼ng (line graph) tõ mét vµi t×nh huèng trong 

thùc tiÔn.  

Ho¹t ®éng 3: Tæ chøc c¸c ho¹t ®éng ngoµi 

giê chÝnh kho¸ nh− thùc hµnh ngoµi líp häc, 

dù ¸n häc tËp, c¸c trß ch¬i häc To¸n, cuéc 

thi vÒ To¸n, ch¼ng h¹n:  

- T¹o dùng c¸c h×nh cã liªn quan ®Õn tia 

ph©n gi¸c cña mét gãc, liªn quan ®Õn hai 

®−êng song song, liªn quan ®Õn h×nh l¨ng 

trô ®øng.  

- VËn dông kiÕn thøc vÒ tam gi¸c b»ng nhau 

trong thùc tiÔn, vÝ dô: ®o kho¶ng c¸ch gi÷a 

hai vÞ trÝ mµ gi÷a chóng cã vËt c¶n hoÆc chØ 

®Õn ®−îc mét trong hai vÞ trÝ. 

- Thu thËp mét sè vËt thÓ trong thùc tiÔn cã 

d¹ng h×nh l¨ng trô ®øng vµ tÝnh diÖn tÝch 

xung quanh cña c¸c vËt thÓ ®ã.  

Ho¹t ®éng 4 (nÕu nhµ tr−êng cã ®iÒu kiÖn 

thùc hiÖn): Tæ chøc giao l−u víi häc sinh cã 

kh¶ n¨ng vµ yªu thÝch m«n To¸n trong 

tr−êng vµ tr−êng b¹n. 

 

 

 

 

 

 

 

TTT (Tæng hîp) 

Nguån: Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o 



 

®Ò thi  
c©u l¹c bé ttt 

th¸i nhËt ph−îng 

K× 32 
CLB1. Find the natural number a such that it 
has exactly 4 factors and three of the factors 
add up to a.  

CLB2. Given number x < 0 such that  

x4 − 23x2 + 1 = 0. Find the value of 
+18

9

x 1
.

x
 

CLB3. Solve the following equation 

6x4 − 5x3 − 5x −6 = 0. 

CLB4. Given that a + b + c = a2 + b2 + c2 = 1 

and = = ≠x y z
(a,b,c 0).

a b c
  

Show that (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2.  

CLB5. Given right triangle ABC (right angle A 

and AB < AC), BM is the median line. Point D 

is one AC such that ∠ = ∠ABD CBM.  Draw 
DE perpendicular to BC at E. Prove that 

=
DA BA

.
DE BC

 

®ç ®øc thµnh (dÞch) 
 

 K× 30 (TTT2 sè 202) 

CLB1. V× x4 ∈ Z�nªn 3y ∈ Z. Do ®ã y ∈ N.  

> NÕu y = 0 th× x4 = 28561 = 134 

⇔�x = 13 hoÆc x = −13. 

> NÕu y > 0 th× 3y chia hÕt cho 3. V× 28562 
chia 3 d− 2 nªn x4 chia 3 d− 2. MÆt kh¸c x4 lµ 
sè chÝnh ph−¬ng nªn x4 chia 3 d− 0 hoÆc 1 
(m©u thuÉn). VËy (x; y) ∈ {(13; 0); (−13; 0)}. 
CLB2. Ta cã 

− + + ≥2 2 2(x y) (x xy y ) 0

⇔ − − ≥ ⇔ + ≥ +3 3 4 4 3 3(x y)(x y ) 0 x y x y xy   

⇔ + ≥ + + +4 4 4 3 4 32(x y ) x x y y xy  

⇔ + ≥ + − +4 4 2 2 22(x y ) (x y) (x xy y )  

⇔ + ≥ − +4 4 2 2x y 8(x xy y )  (Do x + y = 4). 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = y = 2. 
CLB3. Ta cã 

+ − = ⇔ + − =
x y z

1 12x 9y 6z 36. (1)
3 4 6

 

− + = ⇔ − + =
x y z

1 6x 3y 4z 24. (2)
3 8 6

 

Trõ vÕ víi vÕ (1) cho (2) ta ®−îc 
+ − = ⇔ + − =6 x 12 y 10 z 12 3 x 6 y 5 z 6.  

VËy M = 6. 
CLB4. (a −b)(b − c)(c − a)S = (c − b)(a3 − a2 
+ bc) + (a − c)(b3 − b2 + ca) + (b − a)(c3 − c2 + 
ab) 
= (c − b)(a3 − a2 + bc) + (a − c)(b3 − b2 + ca) + 
[(b − c) + (c − a)](c3 − c2 + ab) 
= (b − c)(c3 − c2 + ab − a3 + a2 − bc) + (c − 
a)(c3 − c2 + ab − b3 + b2 − ca) 
= (b − c)(c − a)(c2 + ca + a2 − b − c − a) − 
(b −c)(c − a)(b2 + bc + c2 − b − c − a) 

= − − − + −
= − − − + +
⇒ = + + ∈]

2 2(b c)(c a)(a b ca bc)

(a b)(b c)(c a)(a b c)

S a b c .

 

CLB5. Ta cã BC ≤ AB + AC = 1 − BC. 

Suy ra ≤
1

BC .
2

 VËy BC lín nhÊt b»ng 
1

2
 khi 

B trïng A hoÆc C trïng A. 

L¹i cã = + ≥ +2 2 2 21
BC AB AC (AB AC)

2
 

⇔ ≥ − ⇔ ≥ −

⇒ ≥ −

2 22BC (1 BC) 2BC 1 BC

BC 2 1.
      

VËy BC nhá nhÊt b»ng −2 1 khi 

−
= =

2 2
AB AC .

2
  

NhËn xÐt. C¸c b¹n cã lêi gi¶i tèt vµ 
®−îc th−ëng k× nµy lµ: TrÇn Trung 
Phóc, 8A4, THCS Ng« Gia Tù, 

Hång Bµng, H¶i Phßng; TrÇn Minh Hoµng, 
7E, THCS NguyÔn Tr·i, Nghi Xu©n, Hµ TÜnh; 
NguyÔn Thanh TuÊn, 8G; Ng« ThÞ An B×nh, 
8E, THCS §Æng Thai Mai, TP. Vinh, NghÖ 
An. 

NGUYÔn quang tuÊn 



 

 C¸c quèc gia Ch©u ¸ 
nguyÔn thÞ hiÒn 

Tr−êng TiÓu häc Thanh Léc, Can Léc, Hµ TÜnh 

rong « ch÷ k× nµy cã chøa tªn 11 quèc gia trong khu vùc Ch©u ¸. 

C¸c b¹n h·y nhanh tay t×m ra vµ göi ®¸p ¸n vÒ tßa so¹n nhÐ! 

 

 Magic Words (TTT2 sè 202) 
Kh«ng gièng tiÕng ViÖt, trong tiÕng Anh 
kh«ng cã thanh dÊu. V× thÕ, víi mét sè tõ, 
khi thay ®æi thø tù c¸c ch÷ c¸i, ta sÏ cã 
®−îc nh÷ng tõ míi, víi nghÜa hoµn toµn 
kh¸c.  

1. sore → rose (hoa hång) 

2. bus →�sub  (tµu ngÇm) 

3. add → dad (bè) 

4. not → ton (tÊn) 

5. stone → notes (ghi chó) 

6. panel → plane (m¸y bay) 

7. net → ten (m−êi) 

8. low → owl (con có) 

9. raw → war (chiÕn tranh) 

NhËn xÐt. NhiÒu b¹n cã ®¸p ¸n 
®óng. 5 phÇn quµ k× nµy sÏ ®−îc 

göi tíi nh÷ng b¹n may m¾n sau: NguyÔn 
M¹nh Hïng, 9A3, THCS GiÊy Phong 
Ch©u, Phï Ninh, Phó Thä; §inh Ph−¬ng 
Nga, 7A1, THCS Tr−ng V−¬ng, Mª Linh, 
Hµ Néi; Ph¹m TuÊn Minh, 7B, THCS T©n 
B×nh, TP. Tam §iÖp, Ninh B×nh; Hoµng 
ThÞ YÕn Linh, 9A, THCS Lª V¨n ThÞnh, Gia 
B×nh; NguyÔn §øc Anh, 7C, THCS NguyÔn 
Cao, QuÕ Vâ, B¾c Ninh. 
Chóc c¸c b¹n mét n¨m míi nhiÒu søc 
kháe vµ häc thªm ®−îc nhiÒu kiÕn thøc bæ 
Ých, lÝ thó. 

Chủ Vườn 

T



 

To¸n tæ hîp  
trong ®Ò thi chän häc sinh giái  
vµ tuyÓn sinh vµo líp 10 chuyªn 

NGUYÔN §øC TÊN (TP. Hå ChÝ Minh) 

o¸n tæ hîp lµ vÊn ®Ò hay vµ khã, th−êng 
gÆp trong c¸c k× thi chän häc sinh giái 
líp 9 vµ thi vµo líp 10 chuyªn to¸n 

THPT. Bµi viÕt nµy chóng t«i xin ®−îc giíi 
thiÖu cïng b¹n ®äc mét sè bµi to¸n tæ hîp 
qua k× thi chän häc sinh giái vµ k× thi tuyÓn 
sinh vµo líp 10 chuyªn to¸n.  

1. Bµi to¸n gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p ph¶n 
chøng 
Ph−¬ng ph¸p ph¶n chøng thuéc lo¹i chøng 
minh gi¸n tiÕp dïng ®Ó chøng tá kÕt luËn cña 
bµi to¸n lµ ®óng b»ng c¸ch chøng tá phñ ®Þnh 
kÕt luËn lµ sai. 
Bµi to¸n 1. HuyÖn KS cã 33 c«ng ty, huyÖn 
KV cã 100 c«ng ty. BiÕt r»ng, mçi c«ng ty cña 
huyÖn KS hîp t¸c víi Ýt nhÊt 97 c«ng ty huyÖn 
KV. Chøng minh r»ng cã Ýt nhÊt 1 c«ng ty cña 
huyÖn KV hîp t¸c víi tÊt c¶ c¸c c«ng ty cña 
huyÖn KS.  

(§Ò thi vµo líp 10 chuyªn To¸n,  
tØnh Kh¸nh Hßa, n¨m häc 2019 - 2020) 

Lêi gi¶i. V× mçi c«ng ty cña huyÖn KS hîp 
t¸c víi Ýt nhÊt 97 c«ng ty huyÖn KV. NÕu xem 
sù hîp t¸c 1 c«ng ty huyÖn KS víi 1 c«ng ty 
huyÖn KV lµ mét liªn kÕt th× sè liªn kÕt Ýt nhÊt 
lµ 33.97 = 3201 (liªn kÕt). 
Gi¶ sö tÊt c¶ c¸c c«ng ty cña huyÖn KV hîp 
t¸c víi nhiÒu nhÊt 32 c«ng ty cña huyÖn KS, 
khi ®ã sè liªn kÕt nhiÒu nhÊt tõ huyÖn KV vµo 
huyÖn KS lµ 100.32 = 3200 (liªn kÕt). 
Ta cã 3200 < 3201 (m©u thuÉn). 
VËy ®iÒu gi¶ sö tÊt c¶ c¸c c«ng ty cña huyÖn 
KV hîp t¸c víi nhiÒu nhÊt 32 c«ng ty cña 
huyÖn KS lµ sai. Do ®ã cã Ýt nhÊt 1 c«ng ty 
cña huyÖn KV hîp t¸c víi tÊt c¶ c¸c c«ng ty 
cña huyÖn KS. 

Bµi to¸n 2. Cã 15 b¹n häc sinh nam vµ 15 
b¹n häc sinh n÷ ngåi quanh mét bµn trßn. 
Chøng minh r»ng lu«n tån t¹i mét häc sinh 
mµ hai b¹n ngåi c¹nh b¹n ®ã ®Òu lµ n÷.  
(§Ò thi vµo 10 chuyªn To¸n, THPT chuyªn Hïng 
V−¬ng, tØnh Phó Thä, n¨m häc 2019 - 2020) 

Lêi gi¶i. Gi¶ sö tån t¹i mét c¸ch s¾p xÕp 30 
b¹n nµy vµo bµn trßn sao cho kh«ng cã b¹n 
nµo ngåi gi÷a hai b¹n n÷. Gäi c¸c b¹n ®ã lÇn 
l−ît lµ A1, A2, ..., A30. Chia 30 b¹n nµy sang 
hai bµn trßn gåm A1, A3, ..., A29 vµ A2, A4, ..., 
A30 vµ gi÷ nguyªn thø tù. Khi ®ã c¶ hai bµn 
míi nµy kh«ng cã hai b¹n n÷ nµo ngåi c¹nh 
nhau. Do ®ã sè b¹n n÷ ë mçi bµn kh«ng v−ît 

qu¸ 
⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

15
7.

2
 Nh− vËy tæng sè b¹n n÷ cña 

c¶ hai bµn kh«ng v−ît qu¸ 14. M©u thuÉn víi 
gi¶ thiÕt, ®iÒu gi¶ sö ë trªn lµ sai. VËy lu«n 
tån t¹i mét häc sinh mµ hai b¹n ngåi c¹nh 
b¹n ®ã ®Òu lµ n÷.   

Bµi to¸n 3. Cã 8 ®o¹n th¼ng cã ®é dµi lín 
h¬n 10 vµ nhá h¬n 210. Chøng minh r»ng 
trong 8 ®o¹n th¼ng ®ã lu«n t×m ®−îc 3 ®o¹n 
th¼ng ®Ó ghÐp thµnh tam gi¸c.  

(§Ò thi chän häc sinh giái To¸n 9, 
tØnh Ninh B×nh, n¨m häc 2018 - 2019) 

Lêi gi¶i. Gäi ®é dµi cña 8 ®o¹n th¼ng ®· cho 

lµ a1, a2, a3, ..., a8 víi 10 < a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤�...�≤�a8 

< 210. Gi¶ sö kh«ng cã ba ®o¹n th¼ng nµo ®Ó 
ghÐp thµnh tam gi¸c. Ta cã 

a3 ≥ a2 + a1 > 10 + 10 = 20, a4 ≥ a3 + a2 > 20 + 

10 = 30, a5 ≥ a4 + a3 > 30 + 20 = 50, a6 ≥ a5 + 

a4 > 50 + 30 = 80, a7 ≥ a6 + a5 > 80 + 50 

= 130, a8 ≥ a7 + a6 > 130 + 80 = 210. M©u 

T



 

 

thuÉn gi¶ thiÕt, ®iÒu gi¶ sö trªn lµ sai. Do vËy 
trong 8 ®o¹n th¼ng ®· cho lu«n t×m ®−îc 3 
®o¹n th¼ng ®Ó ghÐp thµnh tam gi¸c.  

Bµi to¸n 4. Cho mét ®a gi¸c låi cã 10 ®Ønh 
nh− h×nh vÏ  

 
(bèn ®Ønh A, B, C, D ®−îc gäi lµ 4 ®Ønh liªn 
tiÕp cña ®a gi¸c). C¸c ®Ønh cña ®a gi¸c ®−îc 
®¸nh sè mét c¸ch tïy ý bëi c¸c sè nguyªn 
thuéc tËp hîp {1; 2; ...; 9; 10} (biÕt mçi ®Ønh 
chØ ®−îc ®¸nh sè bëi 1 sè, c¸c sè ®−îc ®¸nh 
ë c¸c ®Ønh lµ kh¸c nhau). Chøng minh r»ng ta 
lu«n t×m ®−îc 4 ®Ønh liªn tiÕp cña ®a gi¸c 
®−îc ®¸nh sè mµ tæng c¸c sè ®ã lín h¬n 21. 

(§Ò thi chän häc sinh giái to¸n 9, 
tØnh Nam §Þnh, n¨m häc 2018 - 2019) 

Lêi gi¶i. Gäi c¸c sè kh¸c nhau ®−îc ®¸nh 
liªn tiÕp trªn c¸c ®Ønh lÇn l−ît lµ x1, x2, ..., x10 
∈�{1; 2; 3; ...; 9; 10}. Gi¶ sö kh«ng t×m ®−îc 4 
®Ønh liªn tiÕp cña ®a gi¸c mµ tæng c¸c sè 
®−îc ®¸nh trªn c¸c ®Ønh lín h¬n 21. Ta cã  

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 21, x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 21, 

x3 + x4 + x5 + x6 ≤ 21, ..., x10 + x1 + x2 + x3 ≤ 21. 

Do ®ã (x1 + x2 + x3 + x4) + (x2 + x3 + x4 + x5)  

+ (x3 + x4 + x5 + x6) + ... + (x10 + x1 + x2 + x3) ≤  
21.10 =�210. Suy ra  x1 + x2 + x3+�... + x10 ≤ 
52,5 m©u thuÉn víi x1 + x2 + x3 +�... + x10 = 1 + 
2 +�... + 10 = 55. §iÒu gi¶ sö trªn lµ sai. VËy 
ta lu«n t×m ®−îc 4 ®Ønh liªn tiÕp cña ®a gi¸c 
®−îc ®¸nh sè mµ tæng c¸c sè ®ã lín h¬n 21. 
Bµi to¸n 5. Trong buæi gÆp gì giao l−u gi÷a 
c¸c häc sinh ®Õn tõ n quèc gia, ng−êi ta nhËn 
thÊy r»ng cø 10 häc sinh bÊt k× th× cã Ýt nhÊt 3 
häc sinh ®Õn tõ cïng mét quèc gia. 
a) Gäi k lµ sè quèc gia cã ®óng 1 häc sinh 

tham dù buæi gÆp gì. Chøng minh 
+

<
k 10

n .
2

 

b) BiÕt r»ng sè häc sinh tham dù buæi gÆp gì 
lµ 60. Chøng minh r»ng cã thÓ t×m ®−îc Ýt 

nhÊt lµ 15 häc sinh ®Õn tõ cïng mét quèc gia.   
(§Ò thi vµo 10 chuyªn To¸n, 

tr−êng PTNK, §HQG TP. Hå ChÝ Minh,  
n¨m häc 2019 - 2020) 

Lêi gi¶i. Sè quèc gia cã ®óng mét häc sinh 
tham dù lµ k nªn sè quèc gia cã Ýt nhÊt hai 
häc sinh tham dù lµ n − k. Khi ®ã ta chän k 
häc sinh tõ k quèc gia cã ®óng mét häc sinh 
tham dù vµ 2(n − k) häc sinh tõ n − k quèc gia 
cã Ýt nhÊt 2 häc sinh tham dù.  

a) Gi¶ sö 
+

≥ ⇔ + − ≥
k 10

n k 2(n k) 10
2

 th× tõ 

Ýt nhÊt 10 häc sinh gåm k häc sinh tõ k quốc 
gia cø 1 häc sinh tham dự vµ 2(n − k) häc 
sinh tõ n − k quèc gia cã Ýt nhÊt 2 häc sinh 
tham dù, ta lu«n cã 3 häc sinh ®Õn tõ 1 quèc 
gia. §iÒu nµy m©u thuÉn víi ®Ò bµi, vËy ®iÒu 

gi¶ sö trªn lµ sai. Do ®ã 
+< k 10

n .
2

 

b) Gi¶ sö cã ®iÒu tr¸i víi kÕt luËn cña bµi 
to¸n. Ta cã mçi quèc gia cã ®óng mét häc 
sinh tham dù vµ mçi quèc gia cã Ýt nhÊt 2 häc 
sinh tham dù cã nhiÒu nhÊt 14 häc sinh tham 
dù. Do ®ã 

≤ + − ⇔ − ≥
+≥

60 1.k 14(n k) 14n 13k 60

13k 60
n .

14

  

Ta cã 

{ }

+ +
≤ < ⇒ + < +

⇒ < ⇒ < ⇒ ∈

13k 60 k 10
n 13k 60 7k 70

14 2
5

6k 10 k k 0;1 .
3

 

> k = 0 ta cã ≤ <
60

n 5
14

 (lo¹i). 

> k = 1 ta cã ≤ <73 11
n

14 2
 (lo¹i). 

§iÒu gi¶ sö trªn lµ sai. VËy cã thÓ t×m ®−îc Ýt 
nhÊt lµ 15 häc sinh ®Õn tõ cïng mét quèc gia. 
2. Bµi to¸n vËn dông nguyªn lÝ Dirichlet 
Nguyªn lÝ Dirichlet ®−îc ph¸t biÓu ®¬n gi¶n 
nh− sau: NÕu nhèt n con thá vµo k c¸i lång 
(n, k nguyªn d−¬ng) th× tån t¹i mét lång chøa 

Ýt nhÊt 
n

1
k

⎡ ⎤
⎢ ⎥ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 con thá. KÝ hiÖu [x] lµ sè 

nguyªn lín nhÊt kh«ng v−ît qu¸ x. 
Bµi to¸n 6. Héi tr−êng cã 14 d·y bµn, mçi 
d·y cã 20 chç. Cã 200 b¹n häc sinh nghe bµi 



 

 

gi¶ng ®¹i chóng gåm hai buæi s¸ng vµ chiÒu. 
ë mçi buæi c¸c b¹n häc sinh ®· ngåi vµo mét 
c¸ch tïy thÝch. Chøng minh r»ng lu«n tån t¹i 
®−îc hai b¹n häc sinh ®· ngåi cïng d·y víi 
nhau trong c¶ buæi s¸ng vµ buæi chiÒu. 

 (§Ò thi vµo 10 chuyªn To¸n, tr−êng thùc 
hµnh §HSP TP. Hå ChÝ Minh, 

 n¨m häc 2019 - 2020)  
Lêi gi¶i. Ta cã 200 = 14.14 + 4. Theo nguyªn 
lÝ Dirichlet buæi s¸ng tån t¹i mét d·y bµn cã Ýt 
nhÊt 15 häc sinh ngåi. Buæi chiÒu, héi tr−êng 
cã 14 d·y, 15 = 14.1 + 1 do ®ã trong 15 häc 
sinh ngåi cïng d·y buæi s¸ng theo nguyªn lÝ 
Dirichlet tån t¹i 2 häc sinh ngåi cïng d·y vµo 
buæi chiÒu. VËy lu«n t×m ®−îc 2 b¹n häc sinh 
®· ngåi cïng d·y víi nhau trong c¶ hai buæi 
s¸ng vµ chiÒu. 

Bµi to¸n 7. Trong k× thi chän häc sinh giái 
THCS cÊp tØnh, ®oµn häc sinh huyÖn A cã 17 
häc sinh dù thi. Mçi thÝ sinh cã sè b¸o danh lµ 
mét sè tù nhiªn trong kho¶ng tõ 1 ®Õn 907. 
Chøng minh r»ng cã thÓ chän ra 9 häc sinh 
trong ®oµn cã tæng sè b¸o danh chia hÕt cho 9. 

(§Ò thi chän häc sinh giái To¸n 9, 

tØnh Gia Lai, n¨m häc 2019 - 2020)  

Lêi gi¶i. XÐt 5 sè tù nhiªn, theo nguyªn lÝ 
Dirichlet trong 5 sè ®ã cã Ýt nhÊt 2 sè chia cho 
3 cã cïng sè d−. Khi ®ã x¶y ra hai kh¶ n¨ng 
sau. 

 NÕu chØ cã 2 sè chia cho 3 cã cïng sè d−, 
khi ®ã 3 sè cßn l¹i khi chia cho 3 cã sè d− lÇn 
l−ît lµ 0, 1, 2 nªn tæng cña chóng chia hÕt 
cho 3 

 NÕu cã Ýt nhÊt 3 sè chia cho 3 cã cïng sè 
d− th× khi ®ã tæng cña chóng chia hÕt cho 3.  

VËy trong 5 sè tù nhiªn, tån t¹i 3 sè cã tæng 
chia hÕt cho 3. 

Ta chia 17 sè tù nhiªn trong kho¶ng tõ 1 ®Õn 
907 thµnh 3 nhãm gåm 5 sè, 5 sè vµ 7 sè. 
Mçi nhãm tån t¹i 3 sè cã tæng chia hÕt cho 3. 
Gäi tæng cña 3 sè mçi nhãm lµ 3a, 3b, 3c (a, 

b, c N*) Cßn l¹i 17 − 3.3 = 8 sè, trong 8 sè 

nµy tån t¹i 3 sè cã tæng chia hÕt cho 3, gäi 

tæng cña 3 sè ®ã lµ 3d (d N*). Cßn l¹i 8 − 3 = 5 

sè, trong 5 sè nµy tån t¹i 3 sè cã tæng chia 

hÕt cho 3, gäi tæng 3 sè ®ã lµ 3e (e N*). 

Trong 5 sè a, b, c, d, e tån t¹i 3 sè cã tæng 

chia hÕt cho 3. Kh«ng m©t tÝnh tæng qu¸t gi¶ 
sö lµ a, b, c. Ta cã 3a + 3b + 3c = 3(a + b + c) 
chia hÕt cho 9. Do ®ã cã thÓ chän ra 9 häc 
sinh trong ®oµn cã tæng sè b¸o danh chia hÕt 
cho 9. 

Bµi to¸n 8. Cho 2020 chiÕc kÑo vµ 1010 
chiÕc hép sao cho kh«ng cã hép nµo chøa 
nhiÒu h¬n 1010 chiÕc kÑo vµ mçi hép chøa Ýt 
nhÊt 1 chiÕc kÑo. Chøng minh r»ng cã thÓ t×m 
thÊy mét sè c¸i hép mµ tæng sè kÑo trong c¸c 
hép ®ã b»ng 1010 chiÕc. 

(§Ò thi vµo 10 chuyªn To¸n,  
tØnh B¾c Ninh, n¨m häc 2019 - 2020)  

Lêi gi¶i. Gäi sè kÑo cã trong 1010 chiÕc hép 

lÇn l−ît lµ a1, a2, ..., a1010 (ai N*, ai 1010).  

 Gi¶ sö a1 = a2 = ... = a1010 = 2 th× ta cã 
a1 + a2 + ... + a505 = 2.505 = 1010 tháa m·n 
yªu cÇu bµi to¸n. 

 NÕu a1 kh¸c a2, xÐt d·y sè a1, a2, a1 + a2, 
a1 + a2 + a3, ..., a1 + a2 + ... + a1009 

 NÕu mét trong c¸c sè cña d·y chia hÕt cho 
1010 th× ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

 NÕu kh«ng cã sè nµo chia hÕt cho 1010, 
theo nguyªn lÝ Dirichlet tån t¹i 2 sè trong d·y 
sè trªn khi chia cho 1010 cã cïng sè d−, 
ch¼ng h¹n a1 + a2 + ... + ak vµ a1 + a2 + ... + al 

(k, l N*, k < l). Khi ®ã ak+1 + ak+2 + ... + al = 

(a1 + a2 + ... + al) − (a1 + a2 + ... + ak) #�1010. 

Mµ 0 < ak+1 + ak+2 + ... + al < 2020. 

Nªn ak+1 + ak+2 + ... + al = 1010. 

VËy cã thÓ t×m thÊy mét sè hép mµ tæng sè 
kÑo trong c¸c hép ®ã b»ng 1010 chiÕc. 
Bµi to¸n 9. Trong h×nh vu«ng c¹nh b»ng 1 cã 
2019 ®iÓm ph©n biÖt. Chøng minh r»ng tån t¹i 

mét h×nh trßn b¸n kÝnh b»ng 
1

91
 n»m trong 

h×nh vu«ng ®ã mµ kh«ng cã ®iÓm nµo trong 
2019 ®iÓm ®· cho. 

(§Ò thi chän häc sinh giái To¸n 9, 
 tØnh NghÖ An, n¨m häc 2018 - 2019)  

Lêi gi¶i. Chia h×nh vu«ng ®· cho thµnh 2025 
h×nh vu«ng nhá cã c¹nh b»ng nhau vµ b»ng 
1

45
. Gäi (O1), (O2), ..., (O2025) lµ c¸c h×nh trßn 

néi tiÕp c¸c h×nh vu«ng nhá nµy b¸n kÝnh b»ng 



 

 

nhau vµ b»ng =1 1
: 2

45 90
. Gäi (C1), (C2), ..., 

(C2025) lÇn l−ît lµ c¸c h×nh trßn ®ång t©m víi 
c¸c h×nh trßn trªn, cã b¸n kÝnh b»ng nhau vµ 

b»ng 
1

91
. Ta cã c¸c h×nh trßn nµy n»m trong 

h×nh vu«ng vµ ®«i mét kh«ng cã ®iÓm chung. 
Cã 2019 ®iÓm nªn tån t¹i mét h×nh trßn trong 
2025 h×nh trßn (C1), (C2), ..., (C2025) kh«ng chøa 
®iÓm nµo trong 2019 ®iÓm ®· cho. 
Bµi to¸n 10. Trªn mÆt ph¼ng cho 17 ®iÓm 
ph©n biÖt trong ®ã kh«ng cã ba ®iÓm nµo 
th¼ng hµng. Gi÷a hai ®iÓm bÊt k× trong ba 
®iÓm ®· cho ta nèi mét ®o¹n th¼ng vµ trªn 
®o¹n th¼ng ®ã ghi mét sè nguyªn d−¬ng 
(c¸c sè ghi trªn c¸c ®o¹n th¼ng lµ c¸c sè 
nguyªn d−¬ng kh¸c nhau). Chøng minh r»ng 
tån t¹i mét tam gi¸c cã c¹nh lµ c¸c ®o¹n 
th¼ng ®· nèi mµ tæng c¸c sè ghi trªn 3 c¹nh 
cña tam gi¸c ®ã chia hÕt cho 3. 

(§Ò thi tuyÓn sinh vµo líp 10 chuyªn To¸n,  
tr−êng THPT chuyªn Lª Quý §«n, tØnh Bµ 

RÞa-Vòng Tµu, n¨m häc 2019 - 2020) 

Lêi gi¶i. Ta t« mµu c¸c ®o¹n th¼ng b»ng 
mét trong ba mµu xanh, ®á, vµng nÕu sè ghi 
trªn ®o¹n th¼ng khi chia cho 3 cã d− lµ 0, 1, 
2. Bµi to¸n gi¶i xong khi chøng tá tån t¹i tam 
gi¸c cã ba c¹nh cïng mµu. 
Gäi A lµ mét trong 17 ®iÓm ®· cho. XÐt c¸c 
®o¹n th¼ng nèi A víi c¸c ®iÓm cßn l¹i gåm 
16 ®o¹n th¼ng. V× 16 = 3.5 + 1 theo nguyªn lÝ  
Dirichlet tån t¹i Ýt nhÊt 6 ®o¹n th¼ng cïng 
mµu, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö cïng 
mµu xanh. Gäi ®Çu mót kia cña 6 ®o¹n th¼ng 
®ã lµ B, C, D, E, F, G 
> NÕu tån t¹i mét ®o¹n th¼ng nèi 2 trong 6 
®iÓm B, C, D, E, F, G lµ mµu xanh, ch¼ng h¹n 
BC khi ®ã tam gi¸c ABC cã ba c¹nh cïng 
mµu xanh. 
> NÕu tÊt c¶ c¸c ®o¹n th¼ng nèi 2 trong 6 
®iÓm B, C, D, E, F, G cã mµu ®á hoÆc vµng, 
xÐt 5 ®o¹n th¼ng BC, BD, BE, BF, BG theo 
nguyªn lÝ Dirichlet tån t¹i Ýt nhÊt 3 ®o¹n th¼ng 
cïng mµu, ch¼ng h¹n BC, BD, BE cïng ®á. 
• NÕu trong ba ®o¹n CD, DE, CE cã 1 ®o¹n 

mµu ®á ch¼ng h¹n CD th× tam gi¸c BCD cã 
ba c¹nh t« ®á 
• NÕu trong ba ®o¹n CD, DE, CE ®Òu t« vµng 
th× tam gi¸c CDE cã ba c¹nh t« vµng. Bµi 
to¸n ®· ®−îc gi¶i xong. 
3. Bµi to¸n gi¶i dùa vµo ®¹i l−îng bÊt biÕn 
Khi c¸c ®èi t−îng thay ®æi nh−ng vÉn cã tÝnh 
chÊt kh«ng bÞ thay ®æi trong qu¸ tr×nh biÕn ®æi 
®−îc gäi lµ tÝnh chÊt bÊt biÕn. Ph¸t hiÖn ®¹i 
l−îng bÊt biÕn trong bµi to¸n nh»m gióp lo¹i 
bá nh÷ng kÕt qu¶ kh«ng thÓ x¶y ra. 
Bµi to¸n 11. B¹n B×nh cã 19 viªn bi mµu 
xanh, 21 viªn bi mµu ®á vµ 23 viªn bi mµu 
vµng. B×nh thùc hiÖn trß ch¬i theo quy t¾c 
sau: Mçi lÇn B×nh chän 2 viªn bi cã mµu 
kh¸c nhau råi s¬n chóng bëi mµu thø ba (vÝ 
dô: NÕu B×nh chän 2 viªn bi gåm 1 viªn mµu 
xanh, mét viªn mµu ®á th× B×nh s¬n 2 viªn bi 
nµy thµnh mµu vµng). Hái sau mét sè h÷u 
h¹n lÇn thùc hiÖn trß ch¬i theo quy t¾c trªn, 
b¹n B×nh cã thÓ thu ®−îc tÊt c¶ c¸c viªn bi 
cïng mét mµu hay kh«ng? T¹i sao? 
(§Ò thi tuyÓn sinh vµo líp 10 chuyªn To¸n-Tin, 

tØnh VÜnh Phóc, n¨m häc 2019 - 2020) 
Lêi gi¶i. Sau mçi lÇn thùc hiÖn, mçi lo¹i mµu 
bi sÏ t¨ng thªm 2 hoÆc gi¶m 1. Nh− vËy hiÖu 
sè bi cña hai lo¹i bi kh¸c mµu tr−íc vµ sau 
thùc hiÖn s¬n bi cã cïng sè d− khi chia cho 
3. Gi¶ sö B×nh thu ®−îc tÊt c¶ c¸c bi cïng 
mµu. Khi ®ã hai lo¹i bi kia cã hiÖu sè viªn bi 
lµ 0 chia hÕt cho 3. Mµ lóc ®Çu th× hiÖu cña 
hai trong 3 sè 19, 21, 23 ®Òu kh«ng chia hÕt 
cho 3, ®iÒu nµy m©u thuÉn. VËy b¹n B×nh 
kh«ng thÓ thu ®−îc c¸c bi cïng mét mµu.  

Bµi to¸n 12. Trªn b¶ng « vu«ng 2019 × 2019, 

ë mçi « ng−êi ta ®iÒn toµn bé dÊu +. Sau  

®ã thùc hiÖn qu¸ tr×nh ®æi dÊu (dÊu + thµnh 

dÊu −, dÊu − thµnh dÊu +) lÇn l−ît theo c¸c 
b−íc sau: 

B−íc 1: C¸c « ë dßng thø i ®Òu ®−îc ®æi dÊu 

i lÇn, i = 1, 2, 3, ..., 2019. 
B−íc 2: C¸c « ë cét thø j ®Òu ®−îc ®æi dÊu  

3j + 1 lÇn, j = 1, 2, 3, ..., 2019.  

TÝnh sè dÊu + cßn l¹i trªn b¶ng « vu«ng sau 



 

 

khi thùc hiÖn qu¸ tr×nh ®æi dÊu trªn. 
(§Ò thi tuyÓn sinh vµo líp 10 chuyªn To¸n, 

tØnh Qu¶ng Ng·i, n¨m häc 2019 - 2020) 
Lêi gi¶i. Theo ®Çu bµi ta cã dÊu ghi trªn « 
vu«ng ë dßng i cét j ®−îc ®æi dÊu i + 3j + 1 
lÇn. 
Ta cã (i + 3j + 1) + (i + j) = 2(i + 2j) + 1 lµ lÎ 
nªn i + 3j + 1 vµ i + j kh¸c tÝnh ch½n lÎ. Do ®ã 
nh÷ng « vu«ng ë dßng i cét j mµ i + j lµ sè lÎ 
sÏ ®−îc ®æi dÊu mét sè ch½n lÇn nh− vËy, 
dÊu ë c¸c « vu«ng ®ã vÉn lµ dÊu +, cßn c¸c 
« vu«ng ë dßng i cét j mµ i + j lµ sè ch½n sÏ 
®−îc ®æi dÊu mét sè lÎ lÇn vµ dÊu ë c¸c « 
vu«ng ®ã lµ dÊu −. 
Tõ 1 ®Õn 2019 cã 1009 sè ch½n vµ 1010 sè 
lÎ nªn sè cÆp (i, j) mµ i + j lµ sè lÎ b»ng 
1009.1010 + 1010.1009 = 2038180. 
VËy sè c¸c « vu«ng cßn l¹i mang dÊu + lµ 
2038180. 
4. C¸c bµi to¸n d¹ng kh¸c 
Bµi to¸n 13. Trong mÆt ph¼ng cho 8073 
®iÓm mµ diÖn tÝch cña mäi tam gi¸c víi c¸c 
®Ønh lµ c¸c ®iÓm ®· cho kh«ng lín h¬n 1. 
Chøng minh r»ng trong sè c¸c ®iÓm ®· cho 
cã thÓ t×m ®−îc 2019 ®iÓm n»m trong hoÆc 
trªn c¹nh cña mét tam gi¸c cã diÖn tÝch 
kh«ng lín h¬n 1.  

(§Ò thi chän häc sinh giái To¸n 9,  
tØnh B×nh §Þnh, n¨m häc 2018 - 2019)  

Lêi gi¶i. Trong sè c¸c tam gi¸c cã 3 ®Ønh lµ 
c¸c ®iÓm ®· cho, ta chän ra tam gi¸c cã diÖn 
tÝch lín nhÊt, gi¶ sö ®ã lµ tam gi¸c ABC vµ 
SABC  1. Qua A, B, C lÇn l−ît vÏ c¸c ®−êng 
th¼ng song song víi BC, AC, AB chóng c¾t 
nhau t¹o thµnh tam gi¸c DEF. 

 

Ta cã SDEF  4. NÕu cã ®iÓm G n»m ngoµi 
tam gi¸c DEF, ch¼ng h¹n G, E n»m kh¸c 
phÝa ®èi víi BC, khi ®ã SGBC > SABC. Nh− vËy 
8073 ®iÓm ®· cho ®Òu n»m trong tam gi¸c 
DEF. MÆt kh¸c 8073 = 4.2018 + 1. Do ®ã 

theo nguyªn lÝ Dirichlet cã thÓ t×m ®−îc 2019 
®iÓm ®· cho n»m trong hoÆc trªn c¹nh cña 
mét trong 4 tam gi¸c ABD, ABC, EBC, ACF 
®Òu cã diÖn tÝch nhá h¬n 1. 
Bµi to¸n 14. Cho tr−íc p lµ sè nguyªn tè. 
Trªn mÆt ph¼ng täa ®é Oxy, lÊy hai ®iÓm 
A(p8; 0) vµ B(p9; 0) thuéc trôc Ox. Cã bao 
nhiªu tø gi¸c ABCD néi tiÕp sao cho c¸c 
®iÓm C, D thuéc trôc Oy vµ ®Òu cã tung ®é lµ 
c¸c sè nguyªn d−¬ng? 

(§Ò thi tuyÓn sinh líp 10 chuyªn To¸n, 
tr−êng THPT H¹ Long, tØnh Qu¶ng Ninh, 

n¨m häc 2018 - 2019)  
Lêi gi¶i. Gäi C(0; c), D(0; d) (c > d > 0) 
V× tø gi¸c ABCD néi tiÕp nªn OD.OC = 
OA.OB hay cd = p8.p9 = p17. 
Mµ c > d > 0 vµ p lµ sè nguyªn tè, nªn cã 9 
cÆp (c; d) tháa m·n lµ (p17; 1), (p16; p),  
(p15 ; p2); ...; (p9 ; p8). VËy cã tÊt c¶ 9 tø gi¸c 
tháa m·n ®Ò to¸n. 
Bµi to¸n 15. Trong mét buæi tæ chøc LÔ 
tuyªn d−¬ng c¸c häc sinh cã thµnh tÝch häc 
tËp xuÊt s¾c cña mét huyÖn, ngo¹i trõ b¹n 
An, hai ng−êi bÊt k× ®Òu b¾t tay nhau. An chØ 
b¾t tay víi nh÷ng ng−êi m×nh quen. BiÕt r»ng 
mét cÆp (hai ng−êi) chØ b¾t tay kh«ng qu¸ 
mét lÇn vµ cã tæng céng 420 c¸i b¾t tay. Hái 
b¹n An cã bao nhiªu ng−êi quen trong buæi 
lÔ tuyªn d−¬ng ®ã?  

(§Ò thi tuyÓn sinh vµo líp 10 chuyªn To¸n, 
tØnh B×nh ThuËn, n¨m häc 2018 - 2019) 

Lêi gi¶i. Gäi sè b¹n tham dù lÔ tuyªn d−¬ng 
lµ x + 1 b¹n vµ sè ng−êi An quen lµ y b¹n  

(x, y ∈�N*, y ≤ x).  

Sè c¸i b¾t tay lµ x(x − 1) : 2 + y. 
Theo ®Ò bµi ta cã x(x − 1) : 2 + y = 420 
⇔�x(x − 1) + 2y = 840. 

Do ®ã x(x − 1) + 2x ≥ x(x − 1) + 2y = 840 
⇔�x2 + x ≥ 840 ⇔ x ≥ 29. 
Mµ y ≥ 1 nªn 840 = x(x − 1) + 2y ≥ x(x − 1) + 2 
⇔�x(x − 1) ≤ 838 ⇔�x ≤ 29. 
Tõ ®ã suy ra x = 29. 
Khi ®ã 29(29 − 1) + 2y = 840 ⇔�y = 14. 
VËy b¹n An quen 14 b¹n trong buæi lÔ tuyªn 
d−¬ng. 
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  (TiÕp theo TTT2 sè 200+201) 

D¹ng 2. §−a vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt mét 
Èn 
D¹ng 2.1. Sai ph©n h¬n kÐm 

Bµi 2.1.1. (trang 31a) Nay cã vµng 3 c©n 12 

l¹ng chia cho ba ng−êi kh«ng ®Òu. BiÕt Êt 
kÐm Gi¸p mµ nhiÒu h¬n BÝnh ®Òu 5 l¹ng. Hái 
mçi ng−êi nhËn ®−îc bao nhiªu? 

Gi¶i. Ta cã 1 c©n = 16 l¹ng, 3 c©n 12 l¹ng = 
60 l¹ng.  
Gäi x − 5, x, x + 5 t−¬ng øng lµ sè vµng BÝnh, 

Êt, Gi¸p nhËn ®−îc. Theo bµi ra ta cã  

(x − 5) + x + (x + 5) = 60 ⇔ x = 20. 

VËy BÝnh nhËn ®−îc 15 l¹ng, Êt nhËn ®−îc 1 
c©n 4 l¹ng, Gi¸p nhËn ®−îc 1 c©n 9 l¹ng. 

Bµi 2.1.2. (trang 31b-32a) Nay cã 265 th¹ch 
g¹o, giao cho ba ®éng tiªn dïng. §éng tiªn 
«ng 20 cung, ®éng tiªn tö (trÎ em) 50 cung, 
®éng tiªn n÷ 110 cung. §éng tiªn «ng mçi 
cung nhËn nhiÒu h¬n ®éng tiªn tö 7 ®Êu. 
§éng tiªn tö mçi cung nhËn ®−îc nhiÒu h¬n 
®éng tiªn n÷ 5 ®Êu. Hái mçi cung vµ mçi 
®éng dïng bao nhiªu? 

Gi¶i. Ta cã 265 th¹ch = 2650 ®Êu. Gäi x + 7, 

x, x − 5 t−¬ng øng lµ sè ®Êu g¹o mçi cung 
®éng tiªn «ng, tiªn tö vµ tiªn n÷ nhËn ®−îc. 
Theo bµi ra ta cã ph−¬ng tr×nh  
20(x + 7) + 50x + 110 (x − 5) = 2650  

⇔ x = 17. 

VËy ®éng tiªn tö mçi cung nhËn 1 th¹ch 7 
®Êu, tæng 85 th¹ch; ®éng tiªn «ng mçi cung 
nhËn 2 th¹ch 4 ®Êu, tæng 48 th¹ch; ®éng tiªn 
n÷ mçi cung nhËn 1 th¹ch 2 ®Êu, tæng 132 
th¹ch. 

Lêi b×nh: Bµi to¸n ph¶n ¸nh x· héi ngµy 
x−a. Cã thÓ ®−îc lÊy tõ s¸ch to¸n Trung 
Hoa. 
D¹ng 2.2. Sai ph©n lÇn l−ît gi¶m 
(NghÜa lµ mçi vÞ trÝ gi¶m 1 phÇn, ®Õn khi cßn 
1 phÇn th× dõng). 
Bµi 2.2.1. (trang 32a-32b) Nay cã vµng 
5 c©n 12 l¹ng, muèn chia cho bèn c« g¸i, 
dïng phÐp lÇn l−ît gi¶m mµ thµnh. Mçi c« 
nhËn bao nhiªu? 
Gi¶i. §æi 5 c©n 12 l¹ng = 5 × 16 + 12 = 92 
l¹ng. Gäi x lµ sè vµng c« ót nhËn ®−îc.  
Ta cã x + 2x + 3x + 4x = 92 ⇔ x = 9,2.  
VËy c« ót nhËn 9 l¹ng 2; c« ba nhËn 9,2 × 2 
= 18,4 (1 c©n 2 l¹ng 4); c« hai nhËn 9,2 × 3 
= 27,6 (1 c©n 11 l¹ng 6); c« c¶ nhËn 9,2 × 4 
= 36,8 (2 c©n 4 l¹ng 8). 
Bµi 2.2.2. (trang 32b) Cã 1440 tÊm gÊm chia 
cho C«ng, HÇu, B¸. Mçi h¹ng nhËn bao 
nhiªu? 
Gi¶i. Gäi x lµ sè tÊm gÊm B¸ nhËn ®−îc; 
HÇu nhËn ®−îc 2x; C«ng nhËn ®−îc 3x. 
Theo bµi ra ta cã x + 2x + 3x = 1440 
⇔ 6x = 1440 ⇔ x = 240. 
VËy B¸ nhËn ®−îc 240 tÊm gÊm, HÇu nhËn 
®−îc 480 tÊm, C«ng nhËn ®−îc 720 tÊm. 

 
 
 
 
 
 
 
 



 

D¹ng 2.3. Sai ph©n lÇn l−ît chia ®«i 
(Ng−êi ®Çu nhËn nhiÒu nhÊt, ng−êi tiÕp theo 
b»ng nöa).  
Bµi 2.3.1. (trang 33a) Nay cã g¹o 672 th¹ch 

chia cho ba ng−êi Gi¸p, Êt, BÝnh theo phÐp 
chia ®«i. Hái mçi ng−êi nhËn ®−îc bao 
nhiªu? 
Gi¶i  Gäi x lµ sè g¹o BÝnh nhËn ®−îc. Khi Êy 

Êt nhËn ®−îc 2x; Gi¸p nhËn ®−îc 4x. Ta cã 
x + 2x + 4x = 672 ⇔ 7x = 672 ⇔ x = 96. 

VËy BÝnh nhËn ®−îc 96 th¹ch g¹o, Êt nhËn 
®−îc 192 th¹ch, Gi¸p nhËn ®−îc 384 th¹ch 
g¹o. 
D¹ng 2.4. Sai ph©n lÇn l−ît bèn s¸u  
(Bèn s¸u tøc ng−êi ®Çu tiªn 6 phÇn th× ng−êi 
thø hai 4 phÇn, ng−êi thø hai 6 phÇn th× 
ng−êi thø ba 4 phÇn).  
Bµi 2.4.1. (trang 33b) Nay ph¶i nép  tiÒn 
thuÕ 4227 quan 5 m¹ch, lÖnh ba h¹ng Gi¸p, 

Êt, BÝnh nép theo phÐp bèn s¸u. Hái mçi 
ng−êi nép bao nhiªu? 

Gi¶i  Gäi x, y, z lµ sè tiÒn Gi¸p, Êt, BÝnh ph¶i  
nép. Theo luËt bèn s¸u ta cã 4x = 6y, 

4y = 6z. Suy ra =
2

y x,
3

= =
2 4

z y x.
3 9

  

Theo bµi ra ta cã 

+ + = ⇔ =2 4
x x x 4227,5 x 2002,5

3 9
 (quan). 

VËy Gi¸p ph¶i nép 2002 quan 5 m¹ch; Êt 
ph¶i nép 1335 quan; BÝnh ph¶i nép 890 quan. 
D¹ng 2.5. Sai ph©n ®¾p ®æi gi¶m dÇn  
(NghÜa lµ chia theo cÊp sè céng víi c«ng sai 
d). 
Bµi 2.5.1. (trang 35a-35b) Chia 180 th¹ch 

g¹o cho ba ng−êi BÝnh, Êt, Gi¸p theo phÐp 
®¾p ®æi gi¶m dÇn. BiÕt BÝnh Ýt h¬n Gi¸p 36 
th¹ch. Hái mçi ng−êi nhËn ®−îc bao nhiªu 
g¹o? 

Gi¶i. Gäi x − d, x, x + d lµ sè g¹o BÝnh, Êt vµ  
Gi¸p nhËn ®−îc. Ta cã (x − d) + x + (x + d) = 
180 ⇔ x = 60.  

vµ (x + d) − (x − d) = 36 ⇔ d = 18. VËy Êt 
nhËn 60 th¹ch, BÝnh nhËn 42 th¹ch, Gi¸p 
nhËn 78 th¹ch. 

Bµi 2.5.2. (trang 35b-36a) Nay cã vµng 15 
c©n, lÖnh bèn ph−¬ng theo phÐp ®¾p ®æi 
gi¶m dÇn mµ chia, chØ biÕt §«ng ë ®Çu nhiÒu 
h¬n B¾c ë cuèi 1 c©n 2 l¹ng. Mçi ph−¬ng 
nhËn bao nhiªu? 
Gi¶i. Gäi x, x + d, x + 2d, x + 3d lµ sè vµng 
B¾c, Nam, T©y, §«ng nhËn ®−îc. V× 1 c©n 2 
l¹ng t−¬ng øng lµ 18 l¹ng. Theo bµi ra ta cã 
(x + 3d) − x = 18 ⇔ d = 6.  
V× 15 c©n lµ 240 l¹ng nªn ta cã x + (x + d) + 
(x + 2d) + (x + 3d) = 240 
⇔�x + (x + 6) + (x + 12) + (x + 18) = 240  
⇔ x = 51. 
VËy B¾c nhËn 51 l¹ng; Nam nhËn 57 l¹ng; 
T©y nhËn 63 l¹ng; §«ng nhËn 69 l¹ng. 
D¹ng 2.6. Sai ph©n th¾ng b¸n, th¸i b¸n 
(Th¾ng b¸n lµ hai phÇn ba, th¸i b¸n lµ ba 
phÇn t−).  

Bµi 2.6.1. (trang 37b) Nay cã Gi¸p, Êt, BÝnh 
3 h¹ng, mçi h¹ng 368 ng−êi, ®−îc chia 3974 
th¹ch 4 ®Êu g¹o. BiÕt h¹ng BÝnh mçi ng−êi 

nhËn 4 phÇn, Êt nhËn nh− BÝnh th¾ng b¸n, 

Gi¸p nhËn nh− Êt th¸i b¸n. Hái mçi ng−êi 
nhËn bao nhiªu? 
Gi¶i. Sè g¹o mçi ng−êi nhãm BÝnh nhËn ®−îc 

lµ 4 phÇn. Mçi ng−êi nhãm Êt nhËn ®−îc lµ 6 
phÇn. Mçi ng−êi nhãm Gi¸p nhËn ®−îc lµ 8 
phÇn.  
Tæng sè phÇn 368 ×  (4 + 6 + 8) = 6624.  
Mét phÇn nhËn 39744 : 6624 = 6 (®Êu). 
Gi¸p mçi ng−êi nhËn 8 phÇn =� 4 th¹ch 8 ®Êu; 

tæng 368 ×  4,8 =�1766 th¹ch 4 ®Êu; Êt mçi 
ng−êi 3 th¹ch 6 ®Êu, tæng 1324 th¹ch 8 ®Êu; 
BÝnh mçi ng−êi 2 th¹ch 4 ®Êu, tæng 883 th¹ch 
2 ®Êu. 

D¹ng 3. §−a vÒ hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
Bµi 3.1. (trang 28a-28b) Nay cã b¹c 786 
l¹ng 6 tiÒn, mua g¹o, m¹ch tæng 920 th¹ch. 
G¹o mçi th¹ch gi¸ 9 tiÒn 3 ph©n, m¹ch mçi 
th¹ch gi¸ 6 tiÒn 8 ph©n. Hái mçi lo¹i bao 
nhiªu? 
Gi¶i. 786 l¹ng 6 tiÒn = 7866 tiÒn. Gäi x vµ y 
t−¬ng øng lµ sè g¹o vµ sè m¹ch. Ta cã 

+ = =⎧ ⎧
⇔⎨ ⎨+ = =⎩ ⎩

x y 920 x 644

9,3x 6,8y 7866 y 276.
 



 

VËy g¹o 644 th¹ch, tæng 598 l¹ng 9 tiÒn 2 
ph©n; m¹ch 276 th¹ch, tæng 187 l¹ng 6 tiÒn 
8 ph©n. 
Bµi 3.2. (trang 29a) Nay cã b¹c 45 l¹ng 8 
tiÒn, mua ®ång, thiÕc tæng 13862 l¹ng. Mét 
tiÒn mua ®−îc 28 l¹ng ®ång, mét tiÒn mua 
®−îc 34 l¹ng thiÕc. Hái mçi lo¹i bao nhiªu?  
Gi¶i  Gäi x vµ y t−¬ng øng lµ sè tiÒn mua 
®ång vµ thiÕc. Theo bµi ra ta cã  

+ = =⎧ ⎧
⇔⎨ ⎨+ = =⎩ ⎩

x y 458 x 285

28x 34y 13862 y 173.
 

VËy ®ång 7980 l¹ng hÕt 28 l¹ng 5 tiÒn; thiÕc 
5882 l¹ng hÕt 17 l¹ng 3 tiÒn. 
D¹ng 4. §−a vÒ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh 
Bµi 4.1. (trang 29a-29b) Nay cã 1337 l¹ng 5 
tiÒn, mua g¹o, m¹ch, ®Ëu tæng 1965 th¹ch. 
Gi¸ mçi th¹ch g¹o 8 tiÒn 5 ph©n, m¹ch 6 tiÒn 
4 ph©n, ®Ëu 4 tiÒn 5 ph©n. Hái mçi lo¹i bao 
nhiªu? 
Gi¶i. Gäi x, y, z t−¬ng øng lµ sè th¹ch g¹o, 
m¹ch vµ ®Ëu mua ®−îc. Theo bµi ra ta cã  

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

x y z 1965

8,5x 6,4y 4,5z 13375.
 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nµy ta ®−îc: 
G¹o 822 th¹ch, gi¸ 697 l¹ng 8 tiÒn; m¹ch 655 
th¹ch, gi¸ 419 l¹ng 2 tiÒn; ®Ëu 488 th¹ch, gi¸ 
219 l¹ng 6 tiÒn. §©y lµ ®¸p sè trong [4]. Cßn 
nh÷ng ®¸p sè kh¸c. 

Bµi 4.2. (trang 30a) Nay cã bèn lo¹i lôa 
(l¨ng, lµ, the, quyªn) tæng gi¸ 495 l¹ng 6 
tiÒn, mua ®−îc 240 tÊm. L¨ng mçi tÊm 2 
l¹ng 6 tiÒn, lµ mçi tÊm 2 l¹ng 3 tiÒn, the mçi 
tÊm 1 l¹ng 8 tiÒn, quyªn mçi tÊm 1 l¹ng 3 
tiÒn. Hái mçi lo¹i bao nhiªu? 

Gi¶i. Gäi x, y, z, t ( +∈]x, y, z, t ) t−¬ng øng 

lµ sè tÊm l¨ng, lµ, the, quyªn. Ta cã hÖ  

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

x y z t 240

2,6x 2,3y 1,8z 1,3t 495,6.
 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nµy ta ®−îc 
L¨ng 72 tÊm, gi¸ 187 l¹ng 2 tiÒn; lµ 60 tÊm, 
gi¸ 138 l¹ng; the 60 tÊm, gi¸ 108 l¹ng; quyªn 
48 tÊm, gi¸ 62 l¹ng 4 tiÒn. §©y lµ ®¸p sè 
trong [4]. Cßn nh÷ng ®¸p sè kh¸c. 
Lêi b×nh: §©y lµ hÖ hai ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh 
bèn Èn, cã lÏ lÇn ®Çu tiªn xuÊt hiÖn trong 

s¸ch to¸n ViÖt, vµ ngay c¶ trong c¸c s¸ch 
to¸n hiÖn ®¹i còng Ýt gÆp, xem thÝ dô [2], [4].  
VÜ Thanh - C¸c s¸ch to¸n H¸n N«m, thÝ dô 
[4] vµ [5]. ®· ph©n lo¹i vµ tr×nh bµy nh÷ng 
d¹ng to¸n vµ bµi to¸n kh¸c nhau vÒ sai ph©n 
ph¸p. ThÝ dô, nh÷ng bµi to¸n ®−a vÒ ph−¬ng 
tr×nh v« ®Þnh ë [4] kh«ng thÊy cã trong [5] 
(xem [2] vµ bµi viÕt nµy). §iÒu nµy chøng tá 
sù tr−ëng thµnh cña to¸n häc ViÖt Nam ®Çu 
thÕ kØ XIX. 
Tµi liÖu dÉn 
[1] Vò H÷u B×nh, Ph−¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn 
vµ kinh nghiÖm gi¶i, NXB Gi¸o dôc ViÖt Nam, 
2011. 
[2] T¹ Duy Ph−îng, §oµn ThÞ LÖ, Cung ThÞ 

Kim Thµnh, Phan ¸nh TuyÕt, Sai ph©n ph¸p 

trong ý Trai to¸n ph¸p nhÊt ®¾c lôc, T¹p chÝ 
To¸n Tuæi th¬ 2 sè 183 vµ sè 184, trang 25-
26. 
[3] §Æng Hïng Th¾ng, NguyÔn V¨n Ngäc, Vò 
Kim Thñy, Bµi gi¶ng sè häc, NXBGDVN, 
2010. 
[4] 梁世榮�Ph¹m Gia Kû, 大成算學指明�(§¹i 
thµnh to¸n häc chØ minh), M· sè th− viÖn 
ViÖn nghiªn cøu H¸n N«m (mét b¶n duy 
nhÊt): A.1555. 
[5] 阮有慎 NguyÔn H÷u ThËn, 意齋算法-得錄 

(ý Trai to¸n ph¸p nhÊt ®¾c lôc), Minh MÖnh 
1829. M· sè Th− viÖn ViÖn nghiªn cøu H¸n 
N«m (ba b¶n): A.1136/a; A.1336+A.982; 
Vhv.1184. 
 

 



 

 
Questions 1 to 10, 3 marks each 

1. 201 − 9 = 
(A) 111    (B) 182    (C) 188   
(D) 192   (E) 198 

2. This rectangle is 5 cm wide and 4 cm tall. 
What is its area in square centimetres? 

 

(A) 9     (B) 10    (C) 18 
(D) 20    (E) 40 

3. The table shows the number of boys and 
girls aged 10 or 11 in year 5. 
How many boys aged 11 are in year 5? 

 

(A) 9    (B) 11   (C) 21 
(D) 37   (E) 46 

4. The circles are in a regular rectangular 
pattern. Some circles are hidden by the card. 
What fraction of the circles is hidden? 

 

(A) 
1

3
   (B) 

2

3
   (C) 

1

4
 

(D) 
1

6
   (E) 

1

18
 

5. Which one of the following is the largest 
number? 
(A) 4.05    (B) 4.45   (C) 4.5  
(D) 4.045  (E) 4.54 

6. What is 25% of 
1

?
2

 

(A) 
1

16
   (B) 

1

8
   (C) 

1

4
  

(D) 1    (E) 2 
7. We’re driving from Elizabeth to Renmark, 
and as we leave we see this sign. 
We want to stop at a town for lunch and a 
break, approximately halfway to Renmark. 
Which town is the best place to stop? 

 

(A) Gawler   (B) Nuriootpa  (C) Truro 
(D) Blanchetown     (E) Waikerie 

8. This letter  is first rotated by 90o 
clockwise and then reflected in a horizontal 
line. It will now look like this. 

 

A U S T R A L I A N  M A T H E M A T I C S  
C O M P E T I T I O N  A M C  2 0 1 9  

Junior Division 
Australian school years 6 and 7 

Time allowed: 60 minutes 

§ç trung kiªn (S−u tÇm vµ giíi thiÖu)  



 

9. Edith wrote down the whole numbers from 
1 to 20 on a piece of paper. How many times 
did she write the digit 1? 
(A) 9  (B) 10 (C) 11 (D) 12 (E) 13 

10. Danny divided a whole number P by 
another whole number Q on his calculator 
and got the answer 3.125. 
Later, Danny forgot the two whole numbers, 
but he knew that both were under 30. The 
value of Q is 
(A) 5  (B) 7  (C) 8  (D) 10  (E) 25 

Questions 11 to 20, 4 marks each 
11. Every row and every column of this 3 × 3 
square must contain each of the numbers 1, 

2 and 3. What is the value of N + M? 

 

(A)2   (B) 3  (C) 4  (D) 5   (E) 6 

12. A piece of paper is folded in three, then a 
semi-circular cut and a straight cut are 
made, as shown in the diagram.  

 

When the paper is unfolded, what does it 
look like? 

 

13. What is the value of z? 

 

(A) 30   (B) 35   (C) 45 
(D) 50   (E) 55 

14. =
111111111

111
 

(A) 11111   (B) 1001001  
(C) 10001   (D) 10101    (E) 1001 

15. Jill has the same number of brothers as 

she has sisters. Her brother Jack has twice 
as many sisters as he has brothers. How 
many children are in the family? 
(A) 4    (B) 5     (C) 7    
(D) 9     (E) 11 

16. The large rectangle shown has been 

divided into 6 smaller rectangles. The 
shaded rectangle in the bottom-right corner 

has dimensions of 2 cm × 3 cm. The 
remaining five rectangles all have the long 
side equal to twice the short side. The 
smallest of these has a width of 1 cm. 

 

What is the total area of the original large 
rectangle, in square centimetres? 
(A) 42   (B) 44   (C) 50  
(D) 56    (E) 70 

17. In my dance class, 14 students are taller 

than Bob, and 12 are shorter than Alice. 
Four students are both shorter than Alice 
and taller than Bob. How many students are 
in my dance class? 

(A) 22    (B) 24    (C) 26 
(D) 28    (E) 30 

18. My washing machine has a digital 

display. It counts down the time remaining 
until the end of the wash, although 
sometimes I confuse the time remaining with 
the actual time. 



 

At 1.05pm yesterday the washing machine 
displayed 2:41, namely 2 hours and 41 
minutes remaining. 

 

When did the washing machine’s countdown 
display happen to agree with the actual 
time? 
(A) 2.41pm   (B) 3.46pm  (C) 2.23pm 
(D) 1.36pm   (E) 1.53pm 
19. A seven-digit number is in the form 
20AMC19, with all digits different. It is 
divisible by 9. 
What is the value of A + M + C? 
(A) 6  (B) 9   (C) 12    
(D) 15  (E) 18 
20. John, Chris, Anne, Holly, Mike and 
Norman are seated around a round table, 
each with a card with a number on it in front 
of them. Each person can see the numbers 
in front of their two neighbours, and says the 
sum of these two numbers.  
John says 30, Chris says 33, Anne says 32, 
Holly says 38, Mike says 36 and Norman 
says 41. What number does Holly have in 
front of her? 

 
(A) 17  (B) 18   (C) 19 
(D) 23  (E) 37 

Questions 21 to 25, 5 marks each 
21. On this simple system of roads, how 
many ways are there to get from A to B 

without visiting any of the 9 intersections 
more than once? 

 
(A) 8    (B) 10   (C) 12  
(D) 14   (E) 16 
22. The average time for a class of 30 
mathematics students to travel to school is 
21 minutes.  
The boys’ average is 25 minutes and the 
girls’ average is 19 minutes. How many boys 
are in the class? 
(A) 10   (B) 12    (C) 14  
(D) 15    (E) 18 

23. A 4 cm × 4 cm board can have 1 cm3 
cubes placed on it as shown. 
The board is cleared, then a number of these 
cubes are placed on the grid. The front and 
right side views are shown. 

 

What is the maximum number of cubes there 
could be on the board? 

 

(A) 10    (B) 11    (C) 16 
(D) 17   (E) 18 
24. Three athletes Andy, Bob and Chase 
took part in a 100-metre race, each running 
at a constant speed. Andy won the race in 
10 seconds. 



 

When Andy crossed the finish line, Bob was 
10 metres behind. When Bob crossed the 
finish line, Chase was 10 metres behind 
Bob. 
When Andy crossed the finish line, how far 
behind was Chase? 
(A) 21m     (B) 20m     (C) 19m  
(D) 18m    (E) 17m 
25. Seven squares and two equilateral 
triangles, all with the same side lengths, are 
used to form the 3-dimensional “house 
shape” shown. 

 

Which of the following diagrams does not 
show a net which can be created by cutting 
along some of the edges and folding the 
shape flat?  

 

 
For questions 26 to 30, shade the answer 
as an integer from 0 to 999 in the space 
provided on the answer sheet. 
Questions 26-30 are worth 6, 7, 8, 9 and 
10 marks, respectively. 
26. A tower is built from exactly 2019 equal 
rods. Starting with 3 rods as a triangular 
base, more rods are added to form a regular 
octahedron with this base as one of its faces. 
The top face is then the base of the next 
octahedron. The diagram shows the 

construction of the first three octahedra. How 
many octahedra are in the tower when it is 
finished? 

 

27. A positive whole number is called stable 
if at least one of its digits has the same value 
as its position in the number. For example, 
78247 is stable because a 4 appears in the 
4th position. How many stable 3-digit 
numbers are there? 
28. When I divide an integer by 15, the 
remainder is an integer from 0 to 14. When I 
divide an integer by 27, the remainder is an 
integer from 0 to 26. 
For instance, if the integer is 100 then the 
remainders are 10 and 19, which are 
different. 
How many integers from 1 to 1000 leave the 
same remainders after division by 15 and 
after division by 27? 

29. In a list of numbers, an odd-sum triple is 
a group of three numbers in a row that add 
to an odd number. For instance, if we write 
the numbers from 1 to 6 in this order, 

6  4  2  1  3  5 
then there are exactly two odd-sum triples: 
(4, 2, 1) and (1, 3, 5). 
What is the greatest number of odd-sum 
triples that can be made by writing the 
numbers from 1 to 1000 in some order? 

30. The Leader of Zip decrees that the digit 
0, since it represents nothing, will no longer 
be used in any counting number. Only 
counting numbers without 0 digits are 
allowed. 
So the counting numbers in Zip begin 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, ..., where the tenth 
counting number is 11. 
When you write out the first one thousand 
allowable counting numbers in Zip, what are 
the last three digits of the final number? 



 

Hái: Anh ¬i! N¨m nay lµ n¨m Tý. Anh cã thÓ 
cho mét c©u ®è vÒ Chuét kh«ng? 

Phan T. 
 (Líp 6A, THCS Hoµng Xu©n H·n, §øc Thä, 

Hµ TÜnh) 
§¸p: 
 Con g× chØ thÝch róc, chui 
Lµ loµi gÆm nhÊm quen mïi thøc ¨n 
 B¾t nã còng rÊt khã kh¨n 
Dïng bÉy, dïng b¶ ®Ó gi¨ng gãc nhµ. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Hái: Nh÷ng ngµy TÕt, anh cã thÝch l× x× 
kh«ng? 

§oµn N. 
 (Líp 6B, THCS NguyÔn HiÒn, Nam Trùc, 

Nam §Þnh) 
§¸p:  
 Tr¨m n¨m trong câi ng−êi ta 
Anh còng thÝch nhËn mãn quµ ®Çu Xu©n 

 Ýt nhiÒu, ®iÒu ®ã kh«ng cÇn  
ChØ cÇn chia sÎ t×nh th©n víi m×nh. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Hái: NÕu cho mét sîi d©y ®Ó khoanh mét 
h×nh trªn ®Êt th× ®Ó diÖn tÝch h×nh lín nhÊt, em 
sÏ nªn t¹o nªn mét h×nh g×? 

NguyÔn T. 
 (Líp 9D5, THCS Chu V¨n An, Ng« QuyÒn, 

H¶i Phßng) 
§¸p:  
 §· cã ®Þnh lÝ tµi t×nh 
DiÖn tÝch lín nhÊt lµ h×nh trßn th«i! 
 Chøng minh th× qu¸ søc råi… 
So h×nh vu«ng thö, em ngåi gi¶i lu«n. 
 
 
 
 
 
 
 
Hái: Trong nh÷ng ngµy TÕt ai còng muèn vui 
nh−ng lì cã chuyÖn lµm em buån th× sao? 

Ng« N. 
(Líp 6/1, THCS Thµnh phè BÕn Tre, 

 BÕn Tre) 
§¸p:  
 Tuæi th¬ trong tr¾ng t©m hån  
Gi÷ sao ®õng cã nçi buån nhÐ em! 
 Vui buån ®«i lóc ®an xen  
H·y chia sÎ víi b¹n quen th©n nµo… 

ANH PHã Gì X¦A  



 

C¸c líp 6 & 7 
Bµi 1(204+205). Chøng minh r»ng sè c¸c 
ch÷ sè viÕt trong hÖ thËp ph©n cña hai sè 
20152017 vµ 20152017 + 52017 lµ b»ng nhau. 

NguyÔ n Ngä c hïng 
(Tr−êng THCS Hoµng Xu©n H·n, §øc Thä, 

Hµ TÜnh)  
Bµi 2(204+205). Mét cöa hµng cã n tói kÑo, 
c¸c tói cã khèi l−îng b»ng nhau. Chän tÊt c¶ 
c¸c cÆp gåm 2 tói, tÝnh tæng khèi l−îng cña 
chóng ta ®−îc 45 kg. Cßn khi chän tÊt c¶ c¸c 
nhãm gåm 3 tói, tÝnh tæng khèi l−îng cña 
chóng ta ®−îc 180 kg. Hái cöa hµng ®ã cã 
tÊt c¶ bao nhiªu tói kÑo. 

trÇn quang vinh  
(Nhµ XuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam) 

Bµi 3(204+205). Cho tam gi¸c ABC cã 
n = oBAC 45 .  Chøng minh r»ng 

+ <
8

AB AC BC.
3

  

NGUYÔ N Kh¸nh nguyªn 
(3/29E, ®−êng §µ N½ng, Q. Ng« QuyÒn, 

H¶i Phßng)  
Bµi 4(204+205). Cho tam gi¸c ABC cã 
n = oBAC 10 ,  AB = 3 cm vµ AC = 4 cm. Trªn 
c¹nh BC kÐo dµi, lÊy ®iÓm G sao cho  
n = oCAG 10 .  Trªn c¹nh CB kÐo dµi, lÊy ®iÓm 

D sao n = oBAD 20 .  Trªn hai tia AG vµ AD, lÊy 
c¸c ®iÓm E, F. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña tæng 
BE + EF + FC. 

Vâ quèc b¸ cÈn 
(Tr−êng Archimedes Academy, Q. CÇu GiÊy, 

Hµ Néi) 

 

1(204+205). Prove that the two numbers 
20152017 and 20152017 + 52017 can be 
expressed in terms of the same decimal 
number.  
2(204+205). There are n Candy bags of 
identical mass. If we choose all the sets of 2 
bags, the total mass is 45 kg. If we choose 
all the sets of 3 bags, the total mass is 180 
kg. How many Candy bags are there in the 
store?  
3(204+205). Given triangle ABC with 

∠ = oBAC 45 .  Prove that + <
8

AB AC BC.
3

 

4(204+205). Given triangle ABC with 

∠ = oBAC 10 ,  AB = 3 cm and AC = 4 cm. 

Points G and D are on the side BC extended 

such that ∠ = oCAG 10  and ∠ = oBAD 20 .  
Point E and F are on rays AG and AD. Find 
the minimum value of BE + EF + FC.  
 

 



 

C¸c líp THCS 
Bµi 5(204+205). Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

− − = −4 2 4 2(x 2) x 1 x x .   

L¹i Quang THä 
(Phßng GD-§T Tam D−¬ng, Tam D−¬ng, 

VÜnh Phóc)  
Bµi 6(204+205). Cho c¸c sè thùc a, b, c  

tháa m·n 1 ≤�a ≤ 2, 1 ≤�b ≤ 2, 1 ≤�c ≤ 2, vµ 

ab + bc + ca = 3abc. Chøng minh r»ng  

+ + ≥
+ + +2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
.

3(a 2) (b 2) (c 2)
                                           

NGUYÔN V¡N NHO 
(Tr−êng THPT NguyÔn Duy Trinh, Nghi Léc,  

NghÖ An) 
Bµi 7(204+205). Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh  

⎧ +⎪ − + =
⎨
⎪

= − −⎩

4 4
2 2 4

3 2

x y
x xy y

2

3y 3x 3y 1.

  

cao minh quang 
 (Tr−êng THPT chuyªn NguyÔn BØnh Khiªm,  

VÜnh Long) 
Bµi 8(204+205). Cho ®−êng trßn (O) vµ d©y 

BC cè ®Þnh. §iÓm A di ®éng trªn cung lín 
BC. KÎ ®−êng cao AH vµ ®−êng ph©n gi¸c 
AD cña tam gi¸c ABC. Gäi M lµ giao ®iÓm 
cña AO vµ BC.  

Chøng minh r»ng + ≥
1 1 2

.
CM CH CD

  

§oµn c¸t nh¬n 
(Tr−êng THCS Ph−êng  B×nh §Þnh, 

TX. An Nh¬n, B×nh §Þnh) 
 
 

 

5(204+205). Solve the following equation 

− − = −4 2 4 2(x 2) x 1 x x .  

6(204+205). Given real numbers a, b and c 

such that 1 ≤�a ≤ 2, 1 ≤�b ≤ 2, 1 ≤�c ≤ 2, and 

ab + bc + ca = 3abc. Prove that  

+ + ≥
+ + +2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
.

3(a 2) (b 2) (c 2)
 

7(204+205). Solve the following system of 

equations 

⎧ +⎪ − + =
⎨
⎪

= − −⎩

4 4
2 2 4

3 2

x y
x xy y

2

3y 3x 3y 1.

 

8(204+205). Given circle (O), chord BC is 

fixed. Point A moves along the major arc BC. 
Draw the altitude AH and bisector AD of 
triangle ABC. Let M be the intersection point 
of AO and BC. 

Prove that + ≥
1 1 2

.
CM CH CD

 

 

 

 

 

 

 

 






