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Thdang Sdau bdt ddu vdi ngdy cua Thiéu nhi.

Pixin gui l6i chUc mUng téi tdt cd cée ban doc cua Pil
Tdt cd, ch khéng chiriéng céc ban con trong tudi
Thiéu nhi! Khi gitr cho minh tinh yé&u Todn hoc, céc
ban, du & lGa tudi ndo, cing van nhu dang tudi Thiéu
nhi. B&i vi tinh yé&u Todin hoc trudc hét 1& ldng say mé
khdim pha - ddc diém coa tudi Thiéu nhi.

PicOng vay, ludn thdy minh tré trung, méc dU cdc nhd
Su hoc noi rdng Pi dé cé hon 2000 ndm tudil

Ban doc thadn mén, hdy cung Pi tré mdil

POI XUNG HON HINH CAU

Barry MAZUR

(Dich tir nguyén ban tiéng Phdp. Ngudi dich: Nguyén Hoing Thach)

Trong khi hinh cau 1a vét thé dbi xding tuyét vai, dudi géc nhin cia cdc
phép 1t dbi xing, mit hyperbolic lai phong phd hon hén. Xét vé diém
nay, 10i ich cta hinh hoc hyperbolic 1a hién nhién. Mit khéic, tinh dbi
xting cla cac phép lat 1a mot cong cu manh dé gidi nhidu bai toan khac
nhau, tit dinh ly Pythagore don gidn dén dinh ly 16n ctia Fermat.

Bai viét nay 1a mét bai ca
vé dbi xting, tir nhitng dbi
xting don gian nhat t6i nhiing
chiim di xting phiic tap nhét.
Chéng han, khi nghién ctu
nhitng dong nhét thitc da thic
trén sb phiic (tic 1a cic sb
dang a+ib, 6 d6 a va b la
cdc so thuc va i 1a mot sb thoa
man 2 = —1), mot luu y hitu
ich 1a déng thic dudc bao
toan néu thay i b&i —i. Phép
bién d6i i — —i 1a mot ddi
xifng trong mit phing phtc.
That viy, dbi xing nay bao
toan nghiém cuia moi bai toan
dugc dién dat chi bing cic sb
hitu ty hoic céc sb thuc.

Doi khi, su dbi xiing khong
hién hién, nhung mét thay

ddi nhd vé& géc nhin ¢é thé
lam 10 ra mot cich dién
gidi dugc an gidu, nhu trong
cudc cach mang Copernicus.
Nhitng trudng hgp ¢6 vo han
cdc dbi xiing 1a rit Iy thd néu
ching ta biét tin dung. Thi
du, xét mot phép lat vo han
cung véi mo-tip co s trong
hinh (xem Hinh vé trang 5).
Sép xép lai cic méanh trong
mo-tip cd sd, chung ta thu
dudc chiing minh c6 dién ctia
dinh ly Pythagore.

Thu vi hon: lam sao st
dung sy ldp lai vd han cua
mo-tip cd sG d€ ¢6 mot chitng
minh khac cho dinh 1y? Ban
doc hdy thit ty tim cach
ching minh truéc khi doc

cau tra 161 dugce dua ra trong
hinh vé!

Diéu lam tdc gia bin khoin
vé cach chitng minh thi hai
nay la viéc mdét suy luéin trén
mdt phan miit phéng hitu han
lai ¢6 thé st dung mot cach
gin giii dén nhu vdy toan bod
mit phing Euclid, thong qua
sy 1dp lai cila cac mo-tip va
cdc dbi xiing tinh tién.

Cdc dbi xiing tinh tién don
gidn nay rit manh. Ching
c6 Ié khong phdi “su dbi
xting dang s¢” nhu 16i nha
tho William Blake, va chéc
chin khong phai “nhitng su
ky di chan ngit” nhu nha vin
James Joyce am chi.
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Da thiy qua stic manh cla
cdc dbi xting, bay git ching
ta sé tién sau hon. Nhung
trudc tién, hay dao qua nhiing
thay déi manh mé trong
vong 150 nam qua cta cai
ma ngudi lam toan goi la
mon hinh hoc. Pudc trang
bi nhiing khai niém hién dai
nay, chiing ta sé c¢6 thé dinh
nghia cac “hinh hoc co ban”,
dac biét Ia hinh hoc hyper-
bolic ma stic manh dudc do
bing cdc phép lit va cdc
ddi xiing.

Hinh hoc mé&i

Néu ban doc khong quen
thudc véi toan hoc vé& dbi
xiing, tdc gii gidi thiéu hai
cubn sich sau ddy: cubn
sdch kinh dién Symmetry cia
Herman Weyl, Princeton
University Press, va mot
cubn gin day hon, nhung
chic chin ciing sé trd thanh
kinh dién, Indra’s Pearls cia
D. Mumford, C. Series va D.
Wright, Cambrige University
Press. Nhitng khac biét trong
cdc cach tiép cén &

hai cudn sich ra doi

cdch nhau mot niia thé ky nay
cho thdy cdc nha todn hoc
thay ddi cdch giai thich cdc
cong trinh ctia minh nhu thé
nao dé hudng dén mot cong
chiing rong hon, thay vi chi
cho céc chuyén gia.

Weyl st dung cac khai niém
cd bén vé dbi xiing, bat dau tir
dbi xing truc, dé xem xét lai
cdc tdc phAm nghé thuét ndi
tiéng, thi du cdc bic cham
noi thidp Babylon, hodc cdc
hinh dang trong tu nhién, nhu
con sita dbi xing bat gidc
(xem Hinh 3).

ddt trén mdt cdu. Su phong phii

kho tin cua cde phép ldt ciia no
khién cho mdt hyperbolic “déi
xiing hon hinh cau”.
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Mic dit muc dich cia Weyl la
xem xét khai niém toan hoc
rong 16n vé dbi xiing, céc thi
dy cta 6ng déu la cic dbi
xting cua hinh hoc Euclid.
Trai lai, Indra’s Pearls xem
xét va cung cip cdc hinh anh
triic quan vé mot thé gidi todn
hoc clia cdc ddi xing cla
hinh hoc phi-Euclid, ctia cac

twa dbi xiing fractal, va ctia
cac dudng cong dang kinh
ngac cua Jordan, nhitng thi
ma ngay nay chiing ta cé thé
tao lai mot cach chinh xdc
véi su trg gildp cua cdc siéu
may tinh. Bic biét, cudn sach
nay cung cip nhiéu thi du vé
cdc dbi xiing trong hinh hoc
hyperbolic, nhiing dbi xiing

dudc mo ta nhu sau bdi Janos
Bolyai, mot trong nhiing nha
toan hoc sang 14p ra hinh hoc
hyperbolic:

“T6i khdm phd ra nhiing
diéu ky diéu dén ngac nhién
... Tit cho khong cé gi, 16
dd tao nén mot thé gidi mai
S0P

CHU'NG MINH PINH LY PYTHAGORE BANG PHEP LAT

Tap 156 6 Thang 6. 2017

}M} inh vé nay giai thich cach chiing minh
A khic cua dinh ly Pythagore. Hinh
dung mdt phép lat toan bo mit phing véi
mo-tip ¢cd s& d hinh bén phai. Vi phép
lat nay, ching ta da lat mit phang hai lan:
lan ddu v6i cdc hinh vuéng nim nghiéng
(cac duong xién, cac hinh vudéng nay gia
stt ¢6 canh bing 1), 1an thit hai v6i mé-tip
mot hinh vudng 16n va mét hinh vudng nhé
(diing thdng). Céc phép bién ddi bio toan
phép 1dt nay 1a cic phép tinh tién theo chiéu
cac mili tén (hodc nguge lai).

D¢ ching minh ring tng dién tich hai
hinh vudéng thang bing dién tich hinh
vuong nghiéng (chinh la dinh ly Pythagore
nguy trang), mot mat xét mot dién tich
T gdbm n? hinh vuéng xién (phin c6 bao
mau do), mat khac xét mot dién tich U
gdm n? hinh vuéng thing nhé va n? hinh
vudng thing 16n (phan ¢é bao mau xanh 14
ciay). Dién tich U bi kep
gitta T va dién tich mot
hinh vudng c6 canh sai
khiac mot khoang ¢ (hing
s6) so vdi canh cta hinh
vudng 7. Noi cach khac,
(n—¢c)? <U < (n+c)
Chia hai vé cho n? va cho

\._[ U I
r/ I~

/]

\/!A\/l\/

n tién t6i duong vo cling, ta c6 hidu [U — T|
tién t6i 0. NghialaU = T.

Nhu vay, trong chiing minh nay, mét suy
luéin trén mot phan hitu han ctia mét phing
lai st dung toan bo mit phang Euclid théng
qua su lip lai ctia cic mo-tip va cdc dbi
xting tinh tién. Pdc gid chic chan sé tim
ra mot ching minh ngin hon khi chi xét
mot phan hitu han ctia mit phing (chinh 1a
ching minh ¢4 dién, chi cin sip xép lai cic
manh nhu trén hinh vé bén trai), nhung tic
gia dua ra chiing minh dai hon d& minh hoa
cho mét ung dung ly thu cia cac phép lat
vO han.
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Ba y tudng Ion
cua hinh hoc

Trong khoang mot trim nim,
tr cubi thé ky 18 dén diu
thé ky 20, quan niém vé hinh
hoc da bi dao 16n, dic biét
bdi ba y tudng sau ddy. Tac
gid mudn néi qua vé ba y
tudng nay vi ching c6 mot
vai tro trong ciu chuyén clia
chung ta.

Su phdn biét gitra cdc
tinh chat ndi tai va
cdc tinh chét ngoai lai

Su phin tich nay da dudc
nha triét hoc Immanuel
Kant dé cdp trudc d6 trong
mét chuong cla tic phdm
Prolegomena zu einer jeden
kiinftigen Metaphysik (1783).
0 d6, 6ng nhidn manh ring
moi s6 do noi tai ctia mot
tam gidc cau bat ky sé co
cling gid tri so v6i cdc sb do
tuong tng clia tam gidc nim
8 cyc dbi dién cia hinh ciu
(xem Hinh 2), thé ma khong
ton tai mdt phép doi hinh
ndo trong mit phang Euclid
bién mot tam gidc thanh tam
gidc ¢ cyc bén kia. Nhu vdy,
néu ching ta tudng tuong hai
tam gidc dugc dat trong hinh
hoc Euclid ba chiéu, c6 mét
su phéan biét ngoai lai gilta
ching, thé nhung moi khia
canh hinh hoc thuan tiy ndi
tai ctia ching lai gidng hét
nhau. Su phéin biét nay la
cung loai vOi sy phan biét

gitta chiéc ging tay bén phai
va chiéc ging tay bén tréi
clia cuing mot ddi. Tinh dbi
xting guong 14 mot tinh chét
ngoai lai clia chiée giing, né
khong thé dudc nhin biét béi
cdc tinh chét hinh hoc néi
tai clia bé mit chiéc ging.
Tuong tw, mot con kién bo
trén mot bé mit phing sé
khong thdy xung quanh cé gi
khdc so véi mot con kién bo
trén mot hinh try, du ching
ta thdy ro su khdc bidt tir
goc nhin ctia minh! Sy phén
biét cdc tinh chat noi tai véi
cdc tinh chét ngoai lai 14 mot
yéu t6 quan trong cin nim
dugc khi chung ta lam viéc
v3i hinh hoc hyperbolic va
cac mo hinh khic nhau ctlia
nd. Nhiéu dic trung ciia cdc
md hinh cta ching ta thuc
ra chi 1a cdc tinh chét ngoai
lai ctia mot md hinh cu thé

HINH 2. MOT TAM GIAC CAU BAT KY
va tam gidc déi ciee ctia né cé

cdc 56 do gidng hét nhau, mdc
dit khéng ton tai mot phép doi
hinh nao trén mdt cau (thi du
phép quay) bién tam gidc nay
thanh tam gidc kia.

chi khong phai la cdc tinh
chét noi tai ctia hinh hoc ma
chiing ta m6 hinh hoa.

Cdc déi xirng clia
hinh hoc
r6i moi dén hinh hoc

Sudt khoéng cudi thé ky 19,
su hi€u biét ctia ching ta
vé cich thic tao ra hinh
hoc da dugc thay doi mot
cach can ban. Trudc cudc
cdch mang nay, quan diém
chiém vu thé déi véi hinh hoc
la truéc hét phai xdy dung
mot cich truc tiép cdc khai
niém hinh hoc. Bé lam vay,
cin phai mé ta hoic dinh
nghia mot cach chit ché thé
nao la “dudng thang”, thé
nao la “gdéc”, va tit cd céc
khai niém hinh hoc thich hgp
khac. Chi sau khi da xong
viéc xdy dung nay, ching ta
méi ¢6 thé nghién citu mot
cich hé théng “nhém cac dbi
xung cua hinh hoc”, nghia
la cac phép bién dbi bio
toan cdc dic tinh hinh hoc
da dugc dinh nghia cong phu
trude do.

Cudc cdch mang da dién ra
cho ching ta thiy ring trong
mot 6 bdi canh cy thé, khi
hinh hoc “du dbi xing”, qué
trinh trén c6 thé duge dao
ngugc. Nhu viy, ching ta ¢6
thé quy dinh trudc hét mot
nhém cdc phép bién ddi dong
vai trd modt nhom cic dbi
Xuing cua hinh hoc; sau do,
chi st dung ngdn ngit ciia céc

6
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phép bién d6i nay, ching ta
méi xac dinh “hinh hoc” nhu
di liéu ctia nhém cac phép
bién ddi dude thuc hién trén
mot khong gian. Ngay nay,
cudc cach mang nay duge goi
la “chuong trinh Erlangen”,
bdi né chii yéu duge thuc
hién bdi nha toan hoc ngudi
Ao Felix Klein tai truong Dai
hoc Erlangen, xui Bavaria,
trong nhiing nam 1870.

Cuong linh cua chuong trinh
nay la mét hinh hoc dudc xéac
dinh bdi mot cau tric dai s6
gin nhu thuan tdy (tdc 12 cdc
phép bién déi tao thanh cdc
dbi xiing clia hinh hoc). Hon
nifa, cAu tric ndy cung cip
mot phuong tién hitu hiéu dé
hiéu & vé hinh hoc tuong
ting. Mot trong nhting dinh
nghia ctia danh tir “déi xiing”
trong tif dién (tiéng Phép) la
“phép todn hoiic phép bién
ddi giti nguyén mot cdi gi
do”. Thuc ra do6 chinh la y
nghia ctia tir “ddi xiing” ma
ching ta sit dung tli dau dén
gi0. Sau cudc cach mang Er-
langen, “cdi gi d6” bat bién
dbi véi moi dbi xing ma
chung ta cho phép chinh la,
theo dinh nghia, hinh hoc ma
ching ta quan tam.

Moi hinh hoc tron déu
c6 thé duoc
xap xi dia phuong bdi
hinh hoc Euclid

Néu ¢6 di théng tin dé€ tinh
cac do dai cyc nho, si dung

HINH 3. “DISCOMEDUSA”, mdt lodi sita mang doi xiing bdt gidc. Hinh vé
nay, ldy tir tac phdm Kunst der Natur (thé ky 19) ciia Ernst Haeckel,
cho thdy su quan tdm vé déi xiing ciia cdc nha bdc hoc thé ky 19.

giai tich cd ban, ching ta
¢6 thé tinh dugc do dai clia
mot cung bét ky. Cu thé hon,
ching ta c¢6 thé xiy dung
va tinh toan cac dudng tric
dia, tic la cac dudng dong
vai tro “dudng thiang” trong
hinh hoc. Theo dinh nghia,
cic dudng tric dia 1a cdc
dudng tron néi mot diém
v6i mot diém 1an cin bing
mot cung c6 do dai cuc tiéu.
Dang thong tin cin c6 dé

thuc hién viéc tinh toan nay
la “metric Riemann”. Do la
mot cong cu giai tich mo ta
hinh hoc ndi tai clia mot bé
mit, doc 1ap véi cac dbi xing
cua no.

Ghi nhé ba y tudng nay,
chiing ta sé theo dudi chuyén
hanh trinh hinh hoc, bi”lng
cdch khdm phéd cdc bé mit
c6 dién.

(Con nita)
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GIAI PHUONG TRINH
bdc hai va bdc ba

Bai toan tim nghi¢m phuong trinh dai s6 mot 4n xuét hién rit sém trong
lich st toan hoc. Phuong trinh bac hai dugc biét dén va tim hiéu bdi hiu
hét cic nén vin minh c{)” dai, tr Babylon, Ai Cép, Hy Lap, Trung Hoa cho
dén khi nha toan hoc An do Brahmagupta tim ra 16i gidi téng qudt. Su
phat trién cda todn hoc duong nhu bi chiing lai trong subt thsi ky trung
co. Phai dgi dén Phuc hung, 16i gii phuong trinh bac ba méi dugc tim
ra b6i nha todn hoc Y Tagtaglia, rdi sau dé 1a phuong trinh bic bdn bdi
Ferrari. Loi gidi ctia Tagtaglia va Ferrari phic tap, c6 nhidu phép déi bién
1t 1éo. Phai nhd vao Lagrange ngudi ta méi hiéu dudc ban chit phuong
phap cua Tagtaglia va Ferrari. Tiép budc Lagrange, Galois giai quyét tron
ven bai toan gidi phuong trinh dai s6 mot 4n, va nhd d6 dit nén mong cho
dai 6 triiu tugng, mot nhanh méi clia todn hoc.

Chung ta thudng biét dén Galois nhu ngudi dau tién ching minh dugc
rang phuong trinh tong quét bac tif ndm trd 1én khong c6 16 gidi bing ciin
thiic. Trong bai viét nay, chiing ta sé dat minh vao vi tri ctia Lagrange va
tim hi€u 16i giai phucng trinh bic ba duéi anh sang cta ly thuyét Galois.
Qua d6 chiing ta sé& hiéu tai sao phuong trinh bac ndm trd 1én khong thé
giai dugc bang cin thic,

D€ doc bai viét nay, ngudi doc cin dugc trang bi mot s6 khai niém co s&
ve dai sb dai cuong va dai sb tuyén tinh, N gudi doc khong nhét thiét phai
nam dudgc cic dinh Iy khé va sau séc, nhung can hiéu nghia ctia mot sb
thudt ngit cd ban nhu nhém, vanh, truong, khong gian vector . . .

Ta s& cO dinh mot trudng , va dé loai bo nhiing phién phiic khéng thuoe
veé ban cht ctia vin dé, ta gia thiét k c6 dic s6 0. D& tranh phién to4i
trong thao lun vé cin thic, ta ciing khong gia thiét rang k chia dd cin
cua don vi. Ta chi can gia thiét k chita ciin béc ba nguyén thuy ctia don vi:
ton tai j € k khac 1 sao cho 73 =1, vi bai viét nay han ché & phuong trinh
béc ba.
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Cong thirc Vieta va da thirc déi
xirng

NenrAEa (—1)"a, la mot da thic
tong quat bac n v6i bién ¢ va xy, ..., x, la cc
nghiém cta nd, thi ta cé ding thuic:

t"—at" (1), = (t—x1)...(t —x,)

Biing cich can bing hé s6 ¢ hai vé, ta ¢6 cong
thiic Vieta

a = X1+ +xy
az = xpx+x1x3+- X, 1%,
an = X1 X

Gidi phuong trinh téng quat
tn —~a1r”_1 s wn (_1)nan =1

6 nghia 14 tim biéu thiic dai s6 véi ciin thic

dé bi€u dién x1,...,x, quaai,...,a,.
Ky hiéu
R =kfx,...,x,)
la vanh cach da thic bién xy,...,x, véi hé so

trong trudng k. Ky hiéu L = k(xy,...,x,) Ia
truong cdc thuong cla R, tic 1a trudng céc
phan thic véi bién xy,...,x,. Nhém &, cic
hodn vi tdc dong 1én R va L bing céch hodn
vi cde bién xy, ..., x,. Mot phin ti f € R dugc
goi 1 da thitc dbi xiing néu o(f) = £ véi moi
0 € &,. Dé thiy ay,...,a, € R cho bdi cong
thite Vieta 1a cic da thic dbi xing. Pinh 1y g
ban trong 1y thuyét da thic déi xing khing
dinh rang, vanh RS cic da thic dbi xing
chinh la vanh

A=klay,...,a,]

cdc da thic vdi bién aj,...,a, va trudng
K = LS cic phan thic déi xung la trudng
K = k(a),...,a,) cic thuong clia A, tic 1a
truong cac phan thic véi bién ay, . .., a,. Lwu

¥ ring, xem nhu khong gian vector trén K thi
L ¢6 chiéu bang n!, tic 1a mé rong trudng L
clia K c6 bic bing n!.

Da s6 céc cong thic phtic tap xudt hién trong
vigc giai phuong trinh dai s6 mot an s6 c6
nguodn gbe tit viée biu dién mot da thic dbi

xing v6i bién x1,...,x, nhu mot da thitc véi
bién ai,...,a,. Cong doan ndy c6 thé thuc

hién bang thudt todn va thuc ra khong phai 12
kho khin c6t 16i.

Bai todn gidi phirong trinh mét 4n sb biing cin
thic ¢6 thé quy vé nghién cttu md rong trudng
L/K. Thay vi viéc nghién ctu trudng hop téng
qudt, trong bai viét nay chiing ta s& han ché
vao cic truong hgp cu thé n = 2 van = 3. Hidu
10 trudng hop béc hai va ba, ban doc sé ¢é thé
tu nghién ciu tim cach giai phuong trinh béc
bén va tra 16i céu hi tai sao phuong trinh tdng
quat bac ndm va bac cao hon thi khong thé giai
dugc bing cin thic.

Phuong trinh béc hai

Vao thé ky thit bdy trude cong nguyén, nghiém
clia phudng trinh bic hai téng quat

£ — gty =40 ()

da duge Brahmagupta tim ra & dang

aj = \/a% —4(12
S AR )

2

v8i A = af — 4a, 1a biét thic ciia phuong trinh
bac hai. Néu x|, x, 1a hai nghiém ctia (1), ta c6
A= (xl - )(.2)2.

Chung ta sé xem xét cong thic nay tir géc
dd ma rong trudng. Trong trudng hop n = 2,
truong L = k(x1,x2) la khong gian vector trén
trudng K = k(aj,ay) véi sé chidu bing hai.
Nhom hoan vi &; ¢6 hai phan tif bao gdm
phén tit don vi va hodn vi o tac dong l1én L
theo cong thiic 6 (x|) = x; va o(xp) = xy.

Tép 156 6 Théng 6. 2017
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Nha todn hoc Lagrange

Ta ¢6 thé coi o nhu mot bién ddi K-tuyén tinh
cta khong gian vector L thod man 62 — 1. Ta
phén tich L thanh tSng tryc tiép ctia hai khéng
gian con

L=L"eL”

véi L' 1a khong gian con cic vector v € .
thoa man 6(v) = v va L~ I khong gian con
cdc vector v € L thod man ¢(v) = —v. Ta biét
LY = K va L™ l1a khéng gian K-vector mét
chiéu sinh bdi phan ti § = x, —-x.VidelL,
taco 8% € Lt vavi thé A = §2 13 mot phan
ti cia K. Tinh todn cu thé cho ta cong thiic
A = a} —4a; nhung nén luu ¥ rang diém quan
trong la, A 1a mot phan it cia K, con cong
thiic tudng minh bi€u dién A nhv da thic véi
bién ay,a; thue ra khéng quan trong lam.

Cong thiic (2) ¢6 thé xem nhu cdch phén tich
x1 € L thanh téng
_ St x-xn a8

"1 2 2 2 T3

VOi (X1 +x2)/2 € Lt = K va (x, -x)/2 €
L™ = K4&. Nghiém x; viét dugc thanh tong ciia
mot phan ti thude K va mot phin tit ¢6 binh
phuong trong K. Nhu vay ta bidu dién dugc
nghi€ém x; nhu bi€u thic dai sé véi ciin béc
hai véi céc bién a,, as.

Phuong trinh béc ba

Trong truong hop n = 3, L — k(xy,x7,x3)
la mé rong bic 6 chia K = k(ay,az,as3) véi
X1,X2,x3 1a nghiém cia phuong trinh

3 —ait* +azt—a3 =0. (3)

Nhom &3 ¢6 6 phan tit tic dong lén L bing
cach hoan vj cdc bién x, 1 X2,X3.

DE gidi phuong trinh béc ba t6ng quat, ta sé
khao sdt nhém dbi xing &;. Ta sé thé hién
mot hodn vi cip ba nhu ¢ vi du sau: (2,3,1)
lahodn vi x|+ x2,%3 - x3,x3 — x1. Néu bidu
dién hodn vi nhu mot dd thi ¢6 hudng véi dinh
a x1,x2,x3, 6 thi nay s& [a hgp clia mot sé
chu trinh. Vi du dé thi ctia hodn vi(2,3Dk
mot chu trinh ¢6 do dai bing 3, trong khi do
thi (2,1,3) bao gdbm chu trinh (1,2) ¢6 do dai
bang 2, va mét chu trinh ¢6 do dai bing 1. St
dung mo ta bang chu trinh, cdc phin ti cia
S3 ¢6 thé duge phan loai nhu sau:

e phan tit don vi (1,2,3) ¢6 3 chu trinh do
dai bing 1;

e cdc phan tir (2,1,3),(1,3,2),(3,2,1) c6
I chu trinh d6 dai bang 2 va 1 chu trinh
6 do dai bing 1;

e cdc phan ti (2,3,1),(3,1,2) ¢6 1 chu
trinh ¢6 d6 dai bang 3.

Pong ciu diu sgn : &3 — {#1} gén cho ba
phan i ¢6 2-chu trinh diu —1 va gan cho ba
phan tit con lai ddu +1. Hach clia dong ciu
diu sgn : G5 — {+1} 1a nhém luan phién 23,
Nhom nay ¢6 3 phén ti:

% ={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}

va dang cau v6i nhém xich Z,/37,

Nho vao nhom luin phién 23, ta phat hién ra
mot ma rong trung gian M nim gitta K va L:

KCcMcL

. OO0
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v6i M 1a céc phan tii x € L sao cho o(x) =x
v6i moi x € 3. Theo 1y thuyét Galois, ta biét
ring M 1a md rong bic 2 cia K, va L la
md rong bac 3 cia M. Budc ¢6 ban cla giai
phuong trinh (3) la m6 ta tudng minh mé rong
trung gian M.

Nha todn hoc Galois

Vi nhém ludn phién 2A3 12 nhém con chuin
tic cla &3, nhom G; tac dong lén M — L%
thong qua dong chu déu sgn: &3 — {41}, Tic
dong ctia nhom {41} 1&n M cho ta phén tich
M thanh t8ng truc tiép

M=M, dM_

véi My bao gdm cdc phan tii x € M sao cho
€(x) = x vi M_ bao gdbm cdc phin ti x € M
sao cho &(x) = —x, vdi € la phan t& khong
tam thudng ciia {+1}. Ta biét M, =K vavi
thé M_ 1a khong gian vector mét chiéu trén K,

Nhu trong truding hgp phuong trinh bac hai, ta
muon xdy dung mét phén tit cy thé ctia khong
gian mot chiéu M_. Phén t ctia M_ 13 céc
da thiic phan ddi xing, theo nghia véi moi

x € M_ ta cod o(x) = sgn(o)x. Cich théng
thuong dé€ xay dung mot da thic phén dbi
xlng la bat dau wi mot phan ti x € L bat ky
va xét tong dan dau

Y. sen(o)o(x)eM .
0EG;,
Day hién nhién la mot da thic phan dbi xiing.
Da thic phan dbi xing don gian nhét xay
dung bing phuong phap nay tuong tdng véi
%= xlx%. Ung véi né ta c6

Z sgn(0)o(x) = (x; —x2)(x2 — x3) (x3 — x1)

0eG,

=l

la phin t{ sinh cda M_ nhu khong gian vec-
tor mgt chiéu trén trudng K. Binh phuong ciia
8 € M_ 1a mét phén ti

A=8%cKk (4)

goi la biét thitc. Néu tinh todn cu thé ta s& c6
dugec mot cong thic kha phiic tap biéu dién
A nhu mét da thic vé6i bién ay,ar,a3. Nhu da
nhdn xét, viéc A = §2 la mdt phin i cia K
quan trong hon viéc bi€u dién né tudng minh
nhu da thic cta ay,a;, a;3.

Ta c6 thé lam tudng ty nhu thé véi mé rong
bac ba L/M. Ky hiéu ¢ = (2,3, 1) 1a phén ti
sinh cia nhom ludn phién 3. ViM = L ta
c6 thé coi tac dong cla o 1én L nhu mot bién
d6i M-tuyén tinh cta L xem nhu khong gian
vector ¢6 ba chidu trén M. Vi 63 = 1, ta ¢6
phén tich L thanh tong truc tiép

L=LydL &L,

vOi L, 1a khéng gian cic vector x € L sao cho
o(x)=j"xvéimoire {0,1,2} vajeckla cin
bdc ba nguyén thuy clia don vi da cho tir diu.
Ta biét Ly, Ly va L, 1a cic khong gian vector
mot chiéu trén M. Hién nhién Ly = M. Ta xdy
dung phan ttt sinh cla L; va L, biing giéi thic
Lagrange

: . . 3 Do
51 :sz, + jx2+x3 va 52 =g A JE ] X,
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REFLEXIONS
RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS'".

[ Nueveans: Ménnires de { Académie smvate des Sciences et Belles-Lettres
de Reclin, snntes 1750 ol 1371 1)

La théorie des équations est de Loutes les parties de PAnalyse celle
quon edt eru devoir acquérir les plus grands degrés de perfoction et
par son imporlance et par la rapidité des Progris que les premiers inven-
teurs y ont faits: mais quoigue les Géombtres qui sont venus depuis
waient cessé de 'y appliquer, il s'en faut beaucoup que leurs offorts aieny
cu le suects qu'on pouvait désirer. On a & la vévite épuisé presque tout
ce yui concerae la nature des ¢quations, leur transformation,, les candi-
tions nécessaires pour que devx ou plusieurs vacines deviennent égales,
vu aient entre elles un relation donnee, et la maniere de lrouver ces
raeines, la forme des racines imaginaires, et la méthode de trouver Iy

valeur de celles qui, quoique réelles, se présentent sous une for

ginaire, ete. On a aussi dévouvert des rigles générales pour reconn;

v
si toutes les racines d'une &quation sont réclles on non, el pour savoir
dans le premier cas combien il doit y en avoir de positives ¢t do néga-
Lives; mais on n'a jusqu'a présent sucune viegle générale pour connaite

() G Mémoire o €16 lu b Pcadénie dass lo conrant de anode 157,

(%] Les deus premitres Sections de ce Mémoire ant dud insdrées davs o volume de 1770
le suivantes duns ko volome de 1771 [ Nite de {"Eddaenr,)

Tdc pham Réflexion sur lar resolution
algébrique des équations ciia Lagrange

VidieLivabel,tace &,E3 e M. Vi
M = K ®M_ tacé thé bicu dién mét cich duy
nhét

E = +Bi8va E=am+ps )

voi oy, B1, 0, B2 € K 13 cic da thiic véi bién
ai,az,az o thé lam tudng minh.

Dén day bai todn giai phuong trinh bic ba da
dudc gidi quyét vé cd ban. Ta phan tich x; nhu
t6 hop tuyét tinh cdia 1, Eivady:

X1+X2+x3 x4 2x+ jxs
== +
3 B
X1+ jxa + j2xs
_I_ _— e -
3
T
3 3 3
sau do st dung cong thite (5) cho luy thira bac
ba ctia &) va &, va sit dung cong thiic (4) cho

binh phudng ctia 8. D€ ¢6 16i gidi diy di, cin
bi¢u dat cic dai lugng A, 0y, 00,0, B> thanh
da thic véi bién ay,a», as.

Phuong trinh béc bén

biém miu chét cla 161 gidi tong quat cia
phuong trinh bac ba khéng nim trong nhiing
tinh todn twong ddi phiic tap véi da thic dbi
Xing, ma & cu tric cda nhom hodn vi &,
Nhom hodn vi &3 ¢6 nhém con chuin tic
la nhém luén phién 2A3 ~ Z/3Z véi nhém
thuong la {41},

Trong trudng hop phudng trinh bac bén, L/K
la m6t md rong trusng bic 24. Nhém tic
dong Ién L la nhém &4 c6 24 phén tir. DE
giai phuong trinh bic 4 bing ciin thiic ta cin
nghién ctiu cu tric cla G4. Ta ¢6 thé xay
dung cdc nhém con chudn tic ciia &,

0CG]CGQC64

Vi G\ = Z/2Z x /22, G,/G, = Z/3Z. va
S4/Gy =Z/2Z. Tt d6 ta xay dung dudgc cic
mg rong trung gian giita L/K

KCKiCK,CL

V6i Ky = L% va Ky = L6, Céc mé rong trung
gian nay déu 6n dinh duéi tac dong ciia Gy, ¢6
bic [Ki : K] =2, [Ky: Ki] =3 va L2 Byl=A,
Sau do, ta ¢ thé suy ludn hoan toan tuong tu
nhu trong trudng hgp phuong trinh bac ba.

Phuong phép nay khong thuc hién duge vai
phuong trinh bic nidm tré 1én vi nhém ludn
phién 2/, cia &,, 1a nhém don véi moi n > 5.
NhG vao ly thuyét Galois, chiing ta biét riing
khong chi phudng phap trinh bay & trén khong
thyc hién duge ma viée gidi bing ciin thiic
phucng trinh tong qudt bac nim va bic cao
hon la khong,

12 Tap chi Pi
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BAI TOAN FERMAT VA BAI TOAN STEINER
TU GOC NHIN THUC TIEN VA LICH SU

Lé Van Binh,' Ta Duy Phuong?
Tréin Lé Thiy? , Trdn Dinh Xuyén*

Bai viét gidi thiéu so luge mot s6 hudng phat trién mdi, hién dai ctia bai

toan Fermat — Torricelli.

1. Lich s& bdi todn Fermat va
bai todn Steiner

Trong Tap 1 (ndm 1810) trang 196 ctia tap chi
Annales de mathematiques pure et appliques
(Tdp san todn hoc Iy thuyét va iing dung, do
nha todn hoc Phdp Joseph Diaz Gergonne,
(1771 — 1859), thanh 1ap va xay dung, nén
thuong duge goi 1a Annales de Gergonne) ¢6
bai todn sau day.

Bai toan 1. Mot ki su mudn thiét ldp mér
mang giao thong gitta ba thanh phé (khéng
ndm trén mot duomg thing), tao thanh tir ba
nhdnh xudt phdt tic mot diém va di t6i ba

! Truomg THPT Tinh Gia 4, Thanh Héa

2 Vién Todn hoc

3 Dai hoe Thii Déu Mot

* Triong THPT Déng Hung Ha, Thdi Binh

thanh phé dé. Cau héi la, hdy tim diém sao
cho téng dé dai ciia ba nhdnh la nhé nhdt
o thé!

béy chinh 1a phét biéu dudi dang mot bai
todn thuc té ctia bai toan do Pierre de Fermat
(1601 — 1665) néu ra vao nidm 1643 trong
cubn sich Method for Determining Maxima
and Minima and Tangents to Curved Lines (v
do do sau nay dudc goi la bai toan Fermat):
Cho trudc ba diém A, B,C trén mdt phing, hay
tim diém thit tu sao cho téng khodng cdch dén
ba diém dd cho la nho nhdt.

Bai todn Fermat lién quan dén vén dé& dudgc
Rene Descartes (vao nam 1638) dé nghi

T&p 186 6 Thang 6. 2017
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Fermat nghién citu: Khio st duong cong
4
Llpi—xll =c véi p; 1a cic di€m da
i=1

cho trén mit phing va ¢ 1a hing s, trong
do |[pi —x|| = /(pa —x1)2 4 (pi2 — x2)2 v6i
Pi=(pin, pi2),i=1,2,3,4 vax = (x;, xp).

Nhu viy, c6 thé coi cic duvng cong
4
L |lpi —x|| = ¢ nhu 1a cic dwong mitc cta
i=1

ham tong khoang cich tit diém x dén cic diém
pi cho trudc,

Nha todn hoc Y Evangelista Torricelli
(1608 — 1647) 1a ngusi diu tién dua ra
16i gidi bai toan Fermat trong trudng hgp
tam giac ABC ¢6 cd ba géc nhd hon
120° (diém cén tim 12 giao diém cla ba
dudng tron ngoai tiép ba tam gidc déu
dung trén ba canh & phia ngoai tam gidc,
Hinh 1). Diém 1a I6i gidi ctia bai toin
Fermat sau nay thutng dude goi 1a diém
Fermat hodc diém Torricelli vi bai todn
Fermat ciing thudng duoc goi la bai todn
Fermat - Torricelli.

D

E

Hinh 1: Phucong phap Torricelli

Thomas Simpson (1710 - 1761) nam 1750 da
dua ra mét phuong phap méi tim diém Tor-
ricelli: Ong ké cdc dudng ndi dinh ciia cic
tam gidc déu néi trén véi dinh cia tam giac
ABC doi dién vdi dinh dy. Ba dudng nhan dugc

(goi la duong thing Simpson) cit nhau tai mot
diém M va diém nay chinh 1a diém Torricelli.

Bai todn Fermat ¢6 lién hé véi dinh Ii (thuong
dudgc goi la Dinh Ii Napoleon) duéi day.

Dinh Ii Napoleon. V& phia ngoai tam gidc
ABC dyng ba tam gidc déu BCA’, CAB' va
ABC'. Khi d6 tam ba tam gidc déu BCA’, CAB'
va ABC' tao thanh mét tam gide déu vi ba
dudng thang AA’, BB' va CC' déng quy (tai
diém Torricellj).

Phdi dén nim 1834 nha todn hoc Franz
Heinen méi gidi tron ven bai toan Fermat:

i) Néu mot trong cac géc trong clia tam
gide dude tao thanh tif ba diém A, B,C
khong nhd hon 120° thi diém 12 10i gii
bai toan Fermat tring véi dinh clia goc
16n nht.

i) Néu cic géc trong clia tam gidc ABC
nho hon 120° thi diém la 101 gidi bai
toan Fermat la giao diém cilia cc duong
Simpson (di€ém Torricelli) va la diém
cung véi cac dinh A, B,C tao thanh ba
goc cling bing 120°,

Franz Heinen ciing chi ra rang tong khoang
cach tr diém Torricelli dén ba dinh cda tam
gidc bing do dai clia cic duong Simpson.
Dudi day 1a 16i ghi chd & cudi trang 196 ciia
tap chi Annales de Gergonne, d€ tién trinh
bay, ta goi 1a Bai todn 2.

Bai toan 2 (Bai todn Fermat 16ng qudt). Hay
xdc dinh mét diém trén mét phdng (trong
khéng gian) sao cho téng khodng cdch tir diém
do dén cdc diém cho trude trén mdit phdng
(trong khong gian) dy la téi thiéy.

Trong biic thu gt cho Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855) dé ngay 19 thang 3 ndm
1836, nha thién vin hoc Pic - Pan Mach
Heinrich  Christian  Friedrich Schumacher

14 Tap chi P
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(1780 — 1850) da trinh bay nghich Ii hién
nhién lién quan dén bai todn Fermat — Toril'i—
celli cho bon diém: Di€m Fermat O cho bén
dinh A, B, C, D cta t gidc 16i chinh 1 giao
diém cua hai dudng chéo. Tuy nhién, khi cl}o
diém D tién (i diém C thi diém O ciing tién
t6i diém C khong phai la diém Fermat cho ba
diém A, B, C.

Trong biic thu trd 15i dé ngay 21 thdng 3 nim
1836, Gauss da giai thich nghich 1i trén: Loi
gidi cua bai todan Fermat - Torricelli cho bon
diém vé thyc chét khong tring véi 16i giai bai
toan nbi bon diém do bdi cac doan thing sao
cho téng do di clia cdc doan thang d6 nhd
nhét (nhu trong trudng hop ba diém). Sau d6
Gauss da c6 nhan xét thu vi:

Néu phdi thiét ké mét mang giao théng co
dé dai ngdn nhdt néi cdc dinh mét ni gidc,
thi ta gdp bai todn todn hoc thdt sy thii vi,
ma no khong xa la vdi té6i. 16i da biét tdi no
khi xem xét tuyén duong sdt noi cdc thanh
phd Harburg, Bremen, Hannover va Braun-
schweig, . ..

Harburg

Bremen

Hannover

Braunschweig

Hinh 2: Bdi todn Steiner

Bai todn ma Gauss néi téi da duge Karl Bopp
(1856 — 1905) giai quyét mot cach triét dé
nam 1879 trong ludn an Tién si clia Ong
véi tén Uber das kiirzeste Verbindzmgssysfe{n
zwischen vier Punkten (Vé hé mang ngin nhit

cho bdén diém). Hé théng duong sat toi uu
dudc bo sung thém mot di€m, chinh 1a diém
Torricelli ctia tam gidc véi ba dinh la ba thanh
phd Harburg, Bremen, Hannover, vi Braup-
schweig dugc ndi véi Hannover bdi mot tuyén
dudng sit chay thﬁng (Hinh 2, xem [tham1]).

Bai todn nay thudng dude biét dén dudi tén
Bai toan Steiner, bdi né dudc trinh bay va goi
nhu vy trong cudn sach What is Mathematics
cua Courant va Robbins [tham5].

Bai toan 3 (Bai toan Steiner). Cho trudc n
diém trén mdit ph.cfong, hdy néi cdc diém nay
véi nhau bdi cdc doan thing cd tong do dai
nhé nht.

Khiéc véi bai todn Fermat (tim chi mot diém),
bai todn Steiner cho phép c6 thé bd sung thém
mét s6 diém mdi, mién 1a tdng do dai cac doan
thang ndi tat ci cdc diém dé cho 12 nhod nhét.
Ciac di€ém thém vio dugc goi 1a diém Steiner
(Steiner’s points).

Bai todn Steiner cho tip hgp gom ba diém cho
trude chinh la bai todn Fermat. Nhung véi tap
hgp ¢6 bon diém trd 1én, 15i gidi clia bai todn
Steiner khéng con trung véi 161 giai bai toan
Fermat ntta. Hinh 3 dudi day cho 16i giai cia
bai todn Steiner véi bon diém 1a dinh ctia hinh
vudng (thém hai diém s; va s, ) v6i tong do
dai bang 14 /3 ~2.732, con Hinh 4 cho 16i
gidi clia bai toan Fermat véi tong do dai bang
2v/2 2 2.828.

Thuc ra, bai toan Steiner da dudc Joseph
Diaz Gergonne nghién ctfu 0 nhing nfuqn
1810-1811. Bai toan sau da dudc phat biéu
tai trang 292 Tap 1 (1810) cua Annales de
Gergonne:

Mét sé thanh phé duge dinh vi tai cdc vi tri
da biét trén mdt phdng. Bai todn ddt ra la
héy néi chiing vdi nhau bdi mét hé thong kénfr
dao sao cho téng do dai cdc kénh la nhé nhdt
o thé.
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Hinh 3: Bai todn Steiner cho bén diém

Day la phat bi€u dau tién dugc biét cho téi nay
clia bai toan Steiner. O trang 375, Gergonne
da phat biéu lai bai todn duéi dang bai todn
hinh hoc tng quit:

Cho mgt s6 diém bdt ki trén mdit phing. Hay
noi cdc diém da cho bdi mot hé cdc doan
thang sao cho téng do dai la nhé nhdt cé thé
Loi gidi bai todn Steiner dugc Gergonne chia

1am hai phan: phan Phan tich (Analysis) va
Thiét ké (Construction).

b d

Hinh 4: Bai todn Fermat cho bon diém

Loi gidi cia Gergonne sau nay dugc rit
nhiéu nha nghién ctu khdc phat trién (xem
[thamd]). Dic biét, Z. A. Melzak [tham7]
va nhiing ngudi tiép theo (xem [thamd4]) di
xdy dung chuong trinh GeoSteiner tinh todn
hitu hiéu trong thoi gian hgp 1i cho mang gém
hang nghin diém. Hinh dudi dy 1a so d6 mang
giao thong két néi 532 thanh phé & My dudc
chuong trinh GeoSteiner thiét ké dwa trén 10i
gidi bai toan Steiner va thudt toan Melzak.

Thuat todn GeoSteiner

Mang 532 thanh phd & M§
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Bai todn Steiner c6 nhiéu dng dung quan
trong trong thuc té: trong thiét ké mang giao
thong, thiét ké duvng ong din dau, mang cip
quang, mang internet, dudng di ciia may han
trén bang ndi ciac vi mach,...Thi du, nim
1967, Edgar Gilbert (tai phong thi nghiém cta
hang Bell) da nghién ctiu bai toan Steiner c6
trong s6 va tng dung vao mang truyén thong
(xem [tham4]).

2. Mot s6 bdi todn mé rong
khdc

Vao déu thé ki 20, xuét phat tif nhu cau thuc
tién, nha kinh té hoc ngudi Diic Alfred Weber
da dua thém céc trong sb6 (weights) vao bai
todn Fermat. Ta c6

Bai toan 4 (Bai toan Fermat — Weber). Cho
trudc mét tip hop hitu han cic diém a;,
i=1,2,...,mtrong khong gian Euclide htiu
han chidu R" va cédc trong s& tuong tng
@ >0,i=1,2,..., m. Hiy tim cuc tiéu cla
ham f(x) trén R", trong d6

m

)= Zw,-”x—a,-” véix e R".
i=1

Bai todn Fermat — Weber (FW) con ¢6 mot s6
tén goi khac: bai toan dinh vi Fermat-Weber
(the Fermat - Weber location problem), bai
toan Fermat, bai toin Weber,. . .

Déy 1a bai todn 6i wru khéng rang budc (x thay
doi trén toan khong gian R") nhung chuén
A3+ xR VO x = (x,..,0) 1A
mot ham khong kha vi tai x = 0 nén la bai
todn 1ot wu khéng khd vi.

Xl =

Bai todn tdng quat nay khé ¢ thé gidi dugce
chinh xac. Nam 1937, Endre Weiszfeld (nguoi
Hungary, lic iy méi 16 tudi) di dua ra mot
thuét toan giai gan ding bai todn Fermat —
Weber (xem [tham9]). Sau nay phuong phdp

clia Weiszfeld da dugc nhiéu nha nghién ciu
todn t6i wu va kinh té bd sung, phat trién va
ting dung (xem, thi du, [tham3; tham10]).

Bai toan 5 (Bai toan Fermat trong khong gian
metric). Trong thuc té (t6i wu dudng di trén
béng vi mach dién ti, mang internet, v.v,...),
c6 thé ta khong c¢6 khodng cich Euclid thong
thuong, ma chi c¢6 cdac metric (khoang cach)
duge xdy dung phu hgp, thi du, metric chu
nhit trong bai toan thiét ké duong di trén bing
vi mach. Vi vdy, phai giai bai toin Fermat
khong phai véi khoang cach thong thudng trén
mit phing hay trong khéng gian, ma phai gidi
véi metric tong quat.

Bai toan 6 (Bai toan Fermat-Weber suy rong).
Nhu cdu giai quyét cic bai toan thyc t& déan
dén doi hoi phdi md rong bai toan Fermat —
Weber theo huéng: Thay cic diém bang cdc
tap 16i dong va thay khodng cdch giita cdc
diém bang khoang céch tir diém dén tap 16i
déng. D€ giai bai todn nay ta phai thay khai
niém dao ham bing khdi niém dao ham suy
rong, ... (xem [tham2]).

3. Thay i két

Mot bai todn hinh hoc tudng chung la don
gidn va ¢é dién 1a bai toan Fermat: Tim diém
cd téng khodng cdch ngdn nhdt tdi ba diém da
cho trong mdt phdng, nhung diing sau né an
tang nhiéu kha ning khdi qudt va md rong dé
c6 thé dp dung dudc vao viéc gidi céc bai todn
thuc té: bai todn t6i vu hoa, khai niém khodng
cach, i thuyét do thi, tinh gan ding, ...Bai
todn nay da dudc hién dai hda va téng qudi
theo nhiéu huéng khac nhau (Bai todn Steiner,
bai toan Fermat - Weber, bai todn phin cum,
bai toan Fermat - Weber suy rong, ...), nhim
dép dng nhu cau cta phdt trién tri tué va nhu
cdu ctia thuc tién da dang: W md rong thuan
tity hinh hoc, dén cdc bai todn ctia kinh & va ki
thuat. DE giai quyét nhitng bai todn md rong,
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nhdm dp dung dudc vao cdc bai todn thuc tién,
doi héi cic cong cu todn hoc mdi, VUGt ra
ngoai tim clia toan hoc phé thong: khdi niém
metric (m6 rong cua khdi niém khoéng cich),
khodng cdch tir di€m dén tap, dao ham suy
rong (md rong cia dao ham thong thudng)
va cdc phuong phdp méi (thuat todn im gan
duing nghiém ctia phuong trinh, im gin diing
nghiém ctia bai todn t6i uu, ....), st dung cac Ii
thuyét méi ctia todn hoc (Ii thuyét dé thi, cong
cu cta giai tich va gidi tich ham, ...), st dung
stic manh ctia cong nghé thong tin va tinh todn
khoa hoc, ...

Loi cdm on

Cdc tdc gid chan thanh cdm on PGS TSKH
Pham Huy Bién dad gép y “tdi cAu tric” ban
thdo d€ bai viét c6 dang nhu hién nay.
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VAN TRU HQC: SU TRO LAI CUA NGANH
TOAN UNG DUNG Bl LANG QUEN

1. Vén tru hoc la gi?

Céc quyét dinh lién quan dén t6i vu xay ra m('?i
ltic, moi ndi, trong moi linh vuc, nganh nghé.
Ban cin tim dudng di ngdn nhét gita hai dia
diém? Cin xép thdi khoa biéu ddp dng tét nht
nguyén vong cta thiy cd va hoc sinh nhim
néng cao chit lugng day va hoc? Can 1ap ké
hoach san xudt d€ gidm t6i da chi phi nhan
céﬁg va nguyén vit liéu? Cén lap ké hoach dau
tu dé t6i da hoa 10i nhudn? Tat ca nhing bai
toan lién quan dén quyét dinh nhu vy déu c6
thé giai dugc bing cach dp dung céc ki thua}t
cua Vin tru hoc — nganh khoa hoc st dung rat
nhiéu kién thiic clia toan tdi wu.

Vin trit hoc (Operations Research trong tiéng
Anh-My hay Operational Research trong
tiéng Anh - Anh) la nganh khoa hoc ap dun’g
cdc phuong phdp phén tich dé dua ra cdc quyét
dinh tt hon. Céc thudt ngit Khoa hoc Quén tri
(Management Science) va Cac phép phén tich
(Analytics) doi khi cing dudc st dung thay
thé cho Van trii hoc. St dung cic ky thuat ctia
todn hoc, ching han nhu mé hinh ’h(’)a, phan
tich théng ké, va ddc biét 1a todn tbi wu, Vin
cho céc vin d& ra quyét dinh phic tap. N6
thudng lién quan dén viéc xdc dinh gié’tri cuc
dai (nhu 1gi nhudn, hiéu qua, nang suat) hay
cyc tiéu (chi phi, rii ro, hao tén).

Céc bai toan cua Van tru hoc thudng la cic
bai todn kho gidi — hiéu theo nghia khong
tOn tai thudt todn di vu chay trong thoi gian
da thiic. DE minh hoa cho diéu nay, ching ta
cting lay vi dy mét trong nhiing bai todn dugc
nghién ciu sdu nhéat cia Van tri hoc: bai toan

' Dai hoe FPT Ha Noi

Ha Minh Hodng'!

ngudi ban hang (Traveling Salesman Problem
— TSP). Bai todn dugc phat biéu don gian }1hu
sau: Cho trude mot danh sach N thanh pho va
khoang cach gitta chuing, tim chu trinh qgén
nhét di qua méi thanh phd duy nhat méot 1an.

DE gidi chinh xdc TSP, mot cich dé thiy nhat
la tinh tat cd cac duong di c6 thé va chon
duong di ngdn nhét. V6i N khach hang, chiing
ta c6 N! dudng di. Gia st may tinh céac klz_m
dang st dung c6 thé tinh duge MOT TRIEU
duong di trong mot gidy, thi voi N = IO/ChI]ng
ta mét chua day nta gidy dé tim ra két qua,
N = 11 mét 4 gidy, N = 12 mit 40 giay,
N = 15 mét khoang mot ngay, va N = 20 ching
ta mat hon MOT TRIEU NAM. Nhung nhé
cac ki thuat cia todn tbi uu, ngay nay chiing ta
c6 thé gii duge cac trudng hdp véi di liéu 16n
hang chuc nghin thanh phé. Hinh 1 minh hoa
161 giai bai toan TSP di qua buu dién trung tdm
clia 25 tinh, thanh phd mién Bic Viét Nam.

cw..,

@
q
@]
-l

Lai gidi bai todn ngudi dua thu cho 25 tinh
thanh mién Bdc Viét Nam

Bai toan Ngudi ban hang cé nhiéu tng dung
trong thyc t&: tim dudng di ngin nhét cho
tuyén xe bus dua dén hoc sinh téi trudng, 1ap

Tép 1 86 6 Thang 6. 2017

Tap chi Pi 19




TF.amwaT

héanh trinh cho tour du lich, hay tim duong di
toi wu cho nhan vién buu dién v.v. .| Ngodi ra
no ciing ¢6 nhiéu ing dung khdc trong 14p ké
hoach, hiu can, ciing nhu thiét ké vi mach,

2. Nganh todn trng dung bi lang
quén?

Viét Nam c¢6 mét lich st 1au ddi vé Vin triy hoc
v6i mot s6 tén i tim ¢d thé gidi ma ndi bat
nhit 1a Gido su Hoang Tuy, cha dé ctia (6i wu
toan cuc. Trong qua khit, du 1a mot quéc gia
ngheo, gip nhiéu khé khin trong chién tranh,
nhung chiing ta 12 mét trong nhiing nudc da
ting dung van trit hoc (chit yéu 1a céc phuong
phdp t6i wu) sém nhét. Nhitng nim 60 di c6
thoi nganh khoa hoc nay duge phé bién khd
rong rai ¢ Mién Bic, khién cdc i van (i,
tdi uu, hé théng, di di vio ngén ngl hing
ngay ctia nguoi dan lic by gi. Sau do, nhiing
nam 70, vugt qua nhiéu khé khin trd ngai, cac
phucng phdp 6i wu bit diu duge nghién citu
van dung vao ké hoach héa va quén Iy kinh té
vimo [1].

Mic du nganh t6i uu ctia Viét Nam da chiém
duge mdt vi tri ddng né trong khoa hoc thé
gidi nhung do khong duge quan tdm dung muc
cung nhu do déc thii cia nén kinh & c6 qui
mo6 nho I¢, chiing ta gin nhu b chitng lai va
lac hau so véi the gidi vé cd Iy thuyét Iin ting
dung. Ngay nay, van trii hoc gén nhw da bién
mat khéi ngdn ngi binh dn. Nhidu ngudi con
nham twéng d6 12 mot thé loai vin hoc, triét
hoc... hay thdm chi 14 ca tru.

3. Lam van tri hoc vi dai tr& Iqi
(Make OR great again)
Nén kinh té cda nude ta hién dang c6 sy

chuyén bién ro rét, san xuit vdi qui mé tip
trung hon, hinh thanh nhiéu t§ chu, tdp dodn,

chudi cung tng 16n véi nhidu bai todn 61 wu
phiic tap can duge giai quyét. Nhidu cong ty
16n da va dang st dung van tri hoc dé t6i wu
hoa hoat dong, ting hiéu qué sén xuét nhu Vi-
ettel, Vinamilk, FPT, Vietnam Airline v.v. ..
(Tham khéo thém nhiéu Uing dung cta Van tru

hoc trong thuc tién san xuit cia Viét Nam tai :

http://vantruhoc.com/).

Tuy vay, nuée ta van con tdn tai rit nhiéu linh

vuc hoat dong chwa hiéu qua, gay lang phi &

va thit thodt tai nguyén thién nhién 1dn sic
lao dong khién nén kinh té van hanh kh4 xa
trang thdi i uu. Viéc dp dung céc ki thuat va
nguyén 1y ctia ti uu héa, van tri hoc 1a didu
kién tién quyét dé ting ndng sudt lao dong va
nang lyc canh tranh cho nén kinh t&. Nhu mot
hé qua, nhan Iyc vé van tri hoc sé thiéu hut va
nhu cdu dudc dy dodn sé tang nhanh trong cdc
nam tai.

Vé dao tao, t8i wu héa va van tri hoc da
dugc dua vao gidng day tai cic nganh Khoa
hoc mdy tinh, Toin — Tin ting dung, hay Ky
thudt Cong nghiép clia cic dai hoc 16n nhu
Dai hoc Cong ngh¢ - Pai hoc Quéc gia Ha
Noi, Pai hoc Bach khoa Ha Néi, Pai hoc
Quéc t& Thanh phé H6 Chi Minh, Pai hoc
FPT, Bai hoc Béch khoa Thanh phé HS Chi
Minh v.v... Ban doc c6 thé tham khéo thém
trang http://www.hsor.org/ d€ 1am thém céc
bai tdp, vi du thyc t& cia Van trd hoc, hay
trang http://www.orchallenge.org/ dé tham gia
cude thi vé Van trit hoe danh cho hoc sinh béc
trung hoc Phé théng.

Tai liéu tham khdo

[1] T6i wu trong khoa hoc ky thuat
kinh ¢ va doi séng (2007), GS
Hoang Tuy, Tap chi Tia sang. http://
tiasang.com.vn/-giao-duc/toi-uu-trong
—khoa—hoc—ky—thuat-kinh-te-va-doi—song—
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Mua sen dd dén rdi. Khi sé Tap chi nay dén
tay ban, ciing la Iic hoa sen dua nhau né 1o,
tit Bic chi Nam. Ching ta thi 1am vai bai todn
v6i hat sen dé xem phat hién ra diéu gi nhé.

Anh Pi 13y ra 12 hat sen. Anh chia cho hai ban
Hoa va Ho, méi ban 6 hat va noi:

— Mbi em hdy chia s6 hat sen anh cho thanh
hai nhém tuy y. Viét 1én gidy sb sen ciia ting
nhém roi nhan hai s6 dé véi nhau va ghi lai
tich s6. Néu trong hai nhém ma cé nhém nio
nhi¢u hon mét hat thi cic em lai 1am twong ty
nhu trén véi nhém dé (tic 1a lai chia thanh hai
nhom, roi nhén sé hat ciia hai nhom va ghi lai
tich $6). Néu c hai nhém déu ¢6 hon mét hat
thi lam nhu vay cho timg nhém, chon nhém
nao dé chia trude ciing duge. C¢ lam nhu vy
cho dén khi méi nhém chi ¢6 ding mot hat.
Cudi ciing, cic em hdy cong céc tich sb da ghi
dudgc, xem bing bao nhiéu nhé.

Ban Hoa chia 1an lugt nhu sau: Chia 6 hat
thanh hai nhém, mbi nhém 3 hat; rdi chia méi
nhom 3 hat thanh hai nhém, mot nhém 2 hat
va mot nhém 1 hat; sau d6, chia mai nhém 2
hat thanh hai nhém, mbi nhém 1 hat. Lay t5ng

Théy gido lang

két qua ctia cdc phép nhan, Hoa thu dugc:

3x342x14+2x14+1x14+1x1
=9424+2+1+1=15.

Ban Hb chia khdc: 1dn mét, ban 4y chia thanh
hai nhém, nhém 2 hat va nhém 4 hat, dugc
tich bing 8. Lan hai, chia nhém 4 hat thanh
1 hat va 3 hat, dugc tich 1a 3. Lan ba, chia
nhom 3 hat thanh 1 hat va 2 hat, dugc tich
la 2. Tat nhién, hai lan con lai 1a chia hai
nhém 2 hat thanh b6én nhém 1 hat, dudc tich
moi ldn 1a 1. Nhu vy, tdng cubi cing sé la:
8+3+4+2+1+41,vinla 15!

Hoa va Ho lam di 1am lai nhidu 1an, im céch
chia dii kiéu khéc nhau, két qua bao gis ciing
la 15. La qua, mdi ban xin anh Pi thém 3 hat
nita; chia di chia lai 9 hat sen sudt ca budi ma
két qua bao gid ciing nhu nhau, déu 1a Ia 36.

Anh Pi dinh cho thém méi ban méy hat sen
nita d€ thi tiép, nhung cédc ban bio:

— Chic vén thé thoi anh a! Di chia cich gi
thi t6ng cudi cung ciing chi phu thudc sb hat
ban diu, chit ching phu thudc gi cich tui em
chia déu!
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Minh hoa: Linh Rab

Anh Pi khen:

— Gioi ldm! Lam Todn Ia phéi thé déy! Phai tit
quan sat nhiing truong hgp riéng 18 ma rit ra
két ludn. Thé goi 1a “tim ra dinh ly” déy!

Dugc khen, Hoa va H6 vui ldm, nhung vén
khong sao gidi thich ndi, tai sao chia khic
nhau nhu viy ma két qué van khong thay déi.

Anh Pi bdo:

— Bay gio ta tam xem két luén cta cdc em 1a
diing nhé, tiic 1a tong cudi cuing chi phu thuoe
50 hat ban diu ma khéng phy thue céch phan
chia. Vdy thi néu anh cho 7 hat sen, cic em
sé lam thé nao cho don gian nhét dé tim dudc
tong cudi cling?

— Dé thoi g, ta chia thanh 2 nhém, gdm 1 hat
v 6 hat, dudc tich 13 6. Nhém 6 hat thi chia
kiéu gi ciing dugc két qua cudi cing 1a 15 rdi,
nén téng cho trudng hop 7 hat 1a: 6+ 15 = 21.
— Gidi qud, thé trudng hop 9 hat thi sao?

— Ciing dé€ thoi a! Néu 8 hat thi ta chia thanh
nhém I hat va nhém 7 hat. Téng cudi ciing
s€ la 7+ 21 = 28. Sau d6, nhém 9 hat ta lai
chia thanh 1 hat va 8 hat, t6ng cudi cting sé 12
8+ 28 = 36, diing nhu lic nay lam!

— Cdc em thdy chua, néu sé hat ban dau Ia
n+ 1 thi bang cich chia thanh nhém 1 hat va

nhom n hat, téng cudi cling sé bing 1 cong véi
tong c6 dugc khi s6 hat ban diu 1a n. Néu ban

dau ta ¢6 2 hat thi 6 rang t8ng d6 12 1 (vi chi®

€6 mot cdch chia thanh hai nhém 1 hat). Do
vy, néu ¢6 3 hat thi t5ng 14 2+ 1 = 3, 4 hat
thi tong 12 3+ (2 +1) =6, 5 hat la 44 (34
24+1)=10,6hatla5+(4+3+2+1) = 15.
Dung nhu ta da lam nhi!

— A, don gian qud! Nhu véy, néu ta c6 » hat
sen thi chia thé nio di nita, tdng cudi cing thu
dudc cung la: 1+2+43+-- + (n—1).

Ma ciing khong can ching minh gi nita anh
nhi, vi ta da thiy néu c6 n hat thi chi cin cong
(n— 1) vao két qud lan trude, ma trudng hop
n = 2 thi ta da biét chic két qué 1a 1 rdi!

— Ding day, nhung khéng phéi la khong cin
chiing minh, ma néi nhu em tic 1a ta da ching
minh bang phuong phap quy nap dy! Tic Ia,
chi ra két luan ding cho n = 2, rdi 1ap luén
chiing t6 néu ding cho s ty nhién 1 bit ki thi
cling ding cho n+ 1. Thé thi, vi ding cho 2
nén noé phdi ding cho 3,4,5,6,...; tém lai la
diing cho moi s tu nhién n bit ky 16n hon 1!

- Anh Pi n6i hay qud, viy 1a ching em biét
ching minh quy nap rdi! Nhung anh vén chua
gidi thich tai sao tong cudi ciing chi phu thudc
s hat ban diu ma khong phu thude cich chia.
V6i lai, con cach nao biét téng ma khong can
dung quy nap khong a, vi chit “quy nap” nghe
no cti ... phiic tap 1am sao ay!

Anh Pi v dau mét lic, cubi ciing ciing nghi
ra cich:

— A, d€ cho dé, ta van ly lai 6 hat nhé. Bay
gio cac em ldy chi xau tiing cip hai hat lai. Ma
hai hat nao ciing phai xau véi nhau ddy, tic la
moi hat s& dude xdu vdi 5 hat khéc. Ciing tén
kha kha chi ddy, vi phai x4u sgi dai mot chuit,
d€ khi x&p thanh nhém thi chi khong bi dit.
Bay gid, néu cdc em xép 6 hat thanh 2 nhém
thi s6 soi chi chay tit nhém nay sang nhém kia
bing bao nhiéu nao?
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_ A, ding bing tich cta hai sd, mbi s6 la sb
hat ¢é trong mdt nhom a!

— Ping rdi! Tét nhién la thé, vi hat nao bén
ndy ciing phéi ndi véi hat khéc bén kia ma.
Titc 12 néu bén kia c6 k hat thi mdi hat bén
nay phai ndi sang bén kia k sgi chi, nén néu
bén niy c6 s hat thi s6 sgi chi nbi sang 1a s - k.

Bdy gid cic em cit hét nhiing soi chi ndi bén
nay sang bén kia di, ta dugc hai nhom rdi han
nhau. Tich clia s6 hat trong hai nhém ma céc
em ghi 1én gidy diing bing s6 soi chi vira cit.
Lai tiép tuc cat chi mdi khi nhém con dugc
chia thanh hai nhém nhé hon. Lam nhu thé
cho dén khi méi nhém c6 mét hat, tic 1a moi
sgi chi da bi cit. Vay thi tong cic tich ma cdc
em tinh trén kia ding bing sé soi chi phai
ding! Thé 1a cdc em da biét vi sao tong cudi
cung khong phu thude vao cdch chia roi nhé.
Ho reo lén:

—DPon gidn qua! Nhu vy chi cin tinh xem néu
¢ n hat sen thi can bao nhiéu sgi chi dé ndi
tirng céip hai hat lai anh nhi! Ma s6 d6 thi ciing
dé: véi hat dau tién phai ding n — 1 soi dé ndi,
hat tht hai thi da ndi v6i hat thi nhét roi, nén
chi can n — 2 sgi nita, cti tiép tuc suy luan nhu
thé thi sb sgi chi can diing dé nbi ting ciip hai
hatla: (n—1)+(m—2)+---+2+1.

—Em ¢6 cach tinh khdc: vdi mdi hat, can ding
(n—1) sgi d€ ndi né véi (n— 1) hat con lai; vi
the, véi n hat can phai ding n(n — 1) soi!

— Nghi lai céin than ndo, xem c6 sai khong?
Mot lic sau, Hoa reo 1én:

— A, khong phai n(n — 1), ma la n(n —1)/2,
vi moi s¢i ndi hai hat nén lic nay em quén, da
tinh né hai lan!

Anh Pi khen:

— Cé hai em tinh déu ding ca va nho hai
cach dy ma cdc em biét thém cdch tinh tdng

I +2+---+n, ding khéng nao.
— Oi hay qua. D€ tinh téng trén, chi can lay
n+ 1 hat sen r6i tinh s6 sgi chi can ding dé
xdu tung cap hai hat lai, theo hai cach ma
chung em vua lam. The la ta c6

nin+1
1—+—2+---+n:7( 7 )

— Céc em biét khong, trong Toan hoc, ngudi
ta goi moi cdp hat sen (trong s6 n hat) dudc
xéu véi nhau 1a mot t6 hdp chip 2 clia # hat
sen dy.

— A, hai hat sen dudc xau véi nhau 13 mot t§

hop chép 2, thé nén ... mdi sdi chi tao ra diing
mot to hgp chép 2 v do d6 ma s6 sdi chi ding
bang s6 t& hdp chip 2 anh nhi?

— Gidi 1im, nhung d€ chinh xdc, em phai néi
thém la t6 hdp chip 2 nao ciing dudc tao ra
nhd mot sdi chi thi mdéi két ludn 1a so sgi chi
béng s6 t6 hgp chép 2 dude, nhé chua nio.

— Chting em hiéu ri a.

— Thé 1a cdc em di biét cach tinh sb t& hop
chiap 2 ciia n hat sen roi day! Md rong ra,
ngudi ta con ¢6 khai niém t6& hdp chép k ctia n
hat sen, véi k 1a s6 tu nhién tiy ¥ nhé. Cdc em
¢6 mudn anh day cho céch tinh s6 t& hdp chép
k cua n hat sen khong?

— Da thoi, dé khi khac anh a! Hém nay hoc
nhiéu roi, git ra hd sen chai thoi!

Nguén dnh: Internet
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‘THACH THUC TOAN HOC

DINH CHINH

L. Tap chi Pi tap 1 s6 2, thang 2.2017:
e Trang 22, cot bén trai, dong 11,12 |:
—-bain:
Balx,y, )
ab+bc+ca+m(a+b+c)+ 3m?

abc+m(ab—|—bc+ca) +m2(a+b+c)+m3

— Nay stra thanh:

Fn(x,y,2)
ab+bc+ca+2m(a+b+c) + 3m?

abc+m(ab+bc+ca) +m?(a+b+c)+n

e Trang 22, cOt bén trii, dong 13,14 |:
—-Dain:

Lai co

abe = (x+y+2z)(xy+yz +zx) — xyz > %,

— Nay: B6 hai dong da in vira néu trén.

e Trang 22, ¢4t bén tri, dong 15 |:
—-bain: do
— Nay stra thanh: Do

e Trang 22, cot bén trdi, dong 19,20 |
- ba in: Suy ra mP,(x, »2) <1 (Vi véi

| 1
Vi vii 0 < = thi ~ — il
q( vai m<3 13 2m>9va

1 8
0<m< =thi2md < —
m<3 i2m <27),hay

— Nay stra thanh:
Nén
abc—mz(a+b+c) —2m’
= (x+y+2)(xy+yz42x) —xyz
— 2m? (x+y+2z)— 2m?

|
>{(x+y+z) (§ ﬁ2mz> — (%4—2;113)

> (xty+2) -2 >0
gy TITL g

[—

1

|
2
27+ m? < = )

Suy ra mP,, (x,y, z) < 1, hay
2. Tap chi Pi tdp 1 s6 3, thang 3.2017:
e Trang 28, cot bén phai, dong 10 i

~Piin: max [aP()|>( _1)”.

0<i<| 2

Pl (51)"

e Trang 28, cot bén phai, dong 4 T

— Nay stia thanh:

max |a' —
0<i<n+1
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—-Pain;

[ax |df P(i)] = max{|1 —cl,|a—c[}

— Nay stfa thanh:

max |@' — P(i)| = max{|1 —c|,]a— c|}
0<i<l

Trang 29, c6t bén trdi, dong 11 |:

—Pain:

(+) & a"P(kalzIP(k)b . (a;l)"—l

— Nay stra thanh:
¢ PhED-PHE)|_ (a—1)""
a—1 - 2

3. Tap chi Pi tdp 1 s6 4, thang 4.2017:

e Trang 26, cOt bén trai, dong 9 1:

B (atb+c) 729
o, 55 5(a+b+c)s

(x) & |a

— Nay stra thanh:

. (a+b+c) 729
e 5% S(a+b+c)

4. Tap chi Pi tap 1 s6 5, thang 5.2017:
® Trang 21, ¢4t bén trai, dong 9 1

— Pa in: lai cit méi phan banh thanh 14
hogc 20 phan.

— Nay sita thanh: cit mét phin banh tuy y
thanh 14 hoic 20 phan.

® Trang 24, ¢4t bén phai, dong 1 1

-biain: & 2(a®+a+1)i(a+b+1).
— Nay stta thanh:

2@ +a+1) (a+b+1). (1)

Thdch thire ki nay
Dénh cho cdp THCS

P61. Cho a,b,c 1a do dai ba canh ctia mot tam
gidc. Chiing minh riing
2(ab+bc+ca) 7

< —.
a*+b2+ct ~2

a b c
b+c c¢c+a a+b

Hoéi déu biing xay ra khi va chf khi nao?
Nguyén Tdt Thu (Pdng Nai)

P62. Cho tam gidc nhon, khéng cin ABC, c6
AD, BE, CF la céc dudng cao; goi H 1a truc
tam ctia tam gidc d6. Pudng théing qua H va
song song vii EF cit cac doan thang DE, DF
lan lugt tai Q, P. Chiing minh ring tiép tuyén
tai A clia dudng tron ngoai tiép tam giac ABC
tiép xidc voi dudng tron bang tiép géc D ciia
tam giac DPQ.

Lé Phiic Lt (Tp. H6 Chi Minh)

P63. Cho P, P2y, -y P2017 la 2017 Sé)
nguyén t6 18, déi mot phan biét. Dit
n = pip2---pao17. MOt tam gidc duge goi la
tam gidc dep néu né la mot tam gidc vudng,
6 do dai cdc canh la céc s6 nguyén va ¢6 bin
kinh dudng tron néi tiép bing n. Hiy tim sb
cdc tam giac dep.

Ha Duy Hung (Ha Noi)

P64. Cho mot da gidc 161, ¢é 20 dinh. Ghi tit
ca cde s6 nguyén tir 1 dén 20 vao céc dinh cia
da gidc do sao cho méi s6 chi dugc ghi & mot
dinh va & moi dinh chi c6 mét s6 duge ghi.

a) Hoi ¢6 thé ghi sao cho gia tri tuyét dbi
clia hiéu hai s6 dudc ghi ¢ hai dinh ké
nhau tily y 16n hon 4 va ddng thoi nhé
hon 11 hay khong?

b) Hoi ¢6 thé ghi sao cho gia tri tuyét déi
ctia hiéu hai s6 dugc ghi  hai dinh ké
nhau tiy ¥ 16n hon 5 va dong thoi nhod
hon 11 hay khong?

Nguyén Vin Quy (Ha Noi)
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Danh cho cdp THPT

P65. Cho ham sb f(x) xdc dinh va lién tuc
trén doan [0; 1], ¢6 dao ham béc nhét vi
bac hai tai moi diém thudc doan nay (& hai
dau mdt 1a cdc dao ham mot phia). Biét riing
fO) = f(1) =0 va |f"(x)] <1 véi moi x

N 1
thuée [0; 1]. Ching minh rang f(x) < 3 vGi
moi x thude [0; 1].

Tran Nam Diing (Tp. Ho Chi Minh) st.

P66. Cho tam gidgc ABC noi tiép dudng tron
(0). Phan gidc trong ciia géc /BAC cit (0)
tai diém thit hai D khdc A. Trén doan thang
AD ldy diém P sao cho /BPC = 180° —
ZBAC. PB.PC theo thi ty cit CA, AB tai
E,F. Goi K la hinh chiéu vuéng géc ciia
A tén EF. M,Q,R va [ lin lugt 1a trung
diém ciia cdc doan thing BC, AO, KM va AD.
OR va trung tryc cia DM céit nhau tai J.
Chitng minh rang 1J | EF.

Tran Quang Hing (Ha Noi)

P67. Hoi c6 ton tai hay khong mét da thic véi
hé s6 thuic, khac hiing va nhan gid tri hitu t tai
moi di€m vé ti?

Vii Tién Viér (Ha Noi)

P68. Tim s6 thuc k nhé nhét sao cho vdi moi
s0 thye duong x, y,z ma min{xy,yz,zx} > 1, ta
luén co

Vi@ s ()

Nguyén Thanh Giang (Tp. Hd Chi Minh) st.

P69. Gia st n,m, k,1 1a cic sé nguyén duong,
VOl n 7 1 va k khong chia hét /, ciing
nhu / khong chia hét k. Chiing minh ring
n¥ +mn' +1 khong chia hét nk+ 1.

Nhom TTTH st.

P70. Cho s6 nguyén duong 1é n. Nguoi ta
dung 3 mau d& (6 tit cd cdc dinh cha mot
n-gidc déu sao cho mdi dinh dudc o b mot
mau va méi mau duge ding dé 6 mot s6 1¢
dinh. Chiing minh ring tn tai mot tam gidc
cén ¢6 3 dinh dugc 6 bdi ca 3 mau.

(Mot tam gidc déu dudge coi 1a mot tam gidc
cin).

Hed Thanh (Can Tho) st.
Gidi bai ki truéc

P31. Cho tam giac nhon, khong can ABC noi
tiép dudng tron (0). P 1a mot diém nim trong
tam gidc sao cho ZPAB = ZPAC. Goi K 1a
tam dudng tron ngoai tiép tam gidc PBC. PK
cat trung tryc ciia doan thing AP tai L. Pudng
thang qua A song song vdi BC ciit dudng tron
(0) tai di€ém thi hai D khic A. Trén duding
thang AD, 14y E khic A, sao cho LE — LA, Goi
F'la diém déi xting véi A qua OL. Chiing minh
rang dudng tron ngoai tiép tam gidc FED tiép
xiic dudng tron ngoai tiép tam gidc PBC,
Loi gidi (dua theo 15i gidi ciia ban Nguyén
Sy T, ldp 10 Al Todn, truong THPT chuyén
KHTN, DHKHTN, DHQGHN).

Do A va F déi xiing nhau qua truc OL (gid
thiét) nén A, E, P, F ciing niim trén dudng tron
@m L. Goi G la tam dutng tron ngoai tiép
tam gidc DEF. Ti céc tinh chit quen thuoe
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clia tam dudng tron ngoai tiép va cdc gia thiét
/PAB = /PAC, AD || BC, ta cé:
2/LEP =180° — ZPLE = 180° — 2/PAE
— 180° — 2(£PAC + ZCAD)
= 180° — /BAC — ZCAD — /BCA
= /BCD — /BCA = /ACD
=/AFD = /AFE+ /EFD
=90° - /LEA+90° — /GED
= /LEG. (1
Tur (1), do tam gidc LEP can tai L, suy ra
2 PEG = ZPEL = /EPL;
dén t6i LP || EG. 2)
Do BC la ddy cung chung ctia (O) va (K) nén

OK 1 BC; do DF la diy cung chung cta (O)
va (G) nén OG 1. DF. Suy ra

/KOG = ZADF (3)
Do EF la ddy cung chung cia (L) va (G) nén
AL = %LEGF = /ADF. (4)

Tu (2), suy ra ZKLG = ZLGE; két hap véi (3)
va (4), ta dudc

/KOG = /LGE = /KLG.
Do dé, ti gidgc LOGK 1a ti gidc noi tiép. Vi
vay, ZGKL = 180° — ZLOG. (5)

Do AF la ddy cung chung ctia (L) va (O) nén
OL 1 AF; do DF la ddy cung chung ctia (0)
va (G) nén OG 1 DF. Tii d6, do ZAFD 1a géc
nhon va ZLOG la géc ti nén suy ra

ZAFD = 180° — ZLOG. (6)
Tit (5) va (6), suy ra /GKL = ZAFD.

Do d6 KP = KX. Suy ra X thuoc (K).  (8)

Tir (2), do tam gidc KPX cén tai K, suy ra tam
gidc GEX can tai G. Suy ra X thuoc (G). (9)

Tir (8) va (9), suy ra X la di€ém chung ctia (G)
va (K). Ma G, K, X thing hang nén (G) va
(K) tiép xtic nhau tai X, hay (DEF) va (PBC)
tiép xtic véi nhau.

Nhan xét.

1. Tét c& cdc ban gti 15i gidi t6i Toa soan
déu gidi bai toan bing cach “chi ra mot diém
chung ctia (DEF) va (PBC), rdi chitng minh
di€m chung d6 la tiép diém”. Pay Ia mot
phuong phdp théng dung dé ching minh hai
duding tron tiép xtic véi nhau.

2. Cac ban Cao Hoang Dic (16p 10 CTI
THPT chuyén Lé Héng Phong, Tp. Hb
Chi Minh), Trdn Vi Duy (Tp. HO Chi
Minh) va Triwong Manh Tudn (16p 11 Toan,
truong THPT chuyén KHTN, PHKHTN,
DPHQGHN) ciling c6 181 giai ding. Loi giai
cia cdc ban vira néu ¢6 diém giébng nhau la
déu st dung phuong phap tinh géc dé ching
minh di€ém chung cla (DEF) va (PBC) 1a tiép
diém.

Tran Quang Hing

P32. Chiing minh ring c¢6 v6 han sb nguyén
duong n ¢6 tinh chét: n! chia hét cho n® — 1.
Loi giai (phong theo cdch gidi ciia ban
Catherine Doan, 16p 6, truong Bessborough,
Moncton, NB, Canada).
Tacon®—1=(n—1)(n>+n+1).

Xétn = a*, v6i a la sb nguyén 16n hon 1.

Khi dé

Ma ZAFD = /LEG (theo (1)) nén =
/GKL = /LEG. (@ a1 1)
Két hgp véi (2) suy ra LE || KG. (7 — (@ = 1)((c® 24"+ 1) _
Goi X 1a giao diém cia PE va KG. Vi tam i .y s 9
giac LPE can tai L nén tr (7) ta dugc = (@' = 1){@"+a"+ D" —a"+ 1)4 5
ZKPX = /LPE = /LEP = /KXP = (@'~ 1)(@ +a+1)(@—a+1)(d" —a*+1).
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D¢ théy, véi a > 1, cac s6 a* —1, a2 +a+1,
a = a+1vaat—a? + 1 d6i mdt khac nhau
va déu nhé hon a* = n,

Suyla véin =a* ,a€Nvaa>1,n! chia hét
chon?—1.

Do do, ¢ vo so sO nguyén duong n sao cho n!
chia hét cho n? — 1.

Nhan xét,

1. Vi n! la tich cia n sb nguyén dtrdng dau
tién nén y dinh g1a1 quyét bai todn bing cdch
ch1 ra cic cdc sd nguyén duong n sao cho
n—1 phén tich dugc thanh tich ciia cic s6
nguyén dudng nhé hon n 13 mét huéng di tu
nhién. Vi cdc hoc sinh ¢6 ki nang phén tich
da thuc thanh nhan t tuong dbi thanh thao,
viéc chon n = ¢* dé phan tich duge n” +n+ 1
thanh tich cda cic sb nguyén clu’dng d6i mot
khdc nhau va nhé hon n— 1 1a diéu khong kho
thiy. Vi thé, bai di ra la mot bai todn hoan
toan phu hdp véi tu duy va ki nang s6 hoc,
dai s6 ctia hoc sinh kha, giéi Toan cip THCS.
Thé nhung, rit tiée, Toa soan chi nhan dugc
10i gidi ctia ding mot ban hoc sinh cip THCS
(ban Catherine Poan).

2. Tic gia bai toian di chi ra rdng, voi
n = (3k+1)%, ke N*ta cling phan tich dugc
n? — 1 thanh tich cta céc sb nguyén dudng doi
mot khdc nhau va nhd hon »n.

3. Céc ban sau day ciing ¢6 I5i giai ding: Trdn
Hoang Phi (10CT1, THPT chuyén Lé Hong
Phong, Tp. H6 Chi Minh), Truong Manh Tudn
(1IA1, trudng chuyén KHTN, PHKHTN -
DHQG Ha N01) va mot ban khuyét danh. Y
tudng gidi quyét bai toan ciia céc ban Phi
va Tuan khdc y tudng clia 18i gidi néu trén,
Hai ban da giai bai todn bing cdch chi ra vo
han s& nguyén duong n thoa man dong thoi
cdc diéu kién sau: (n— 1,02 4 n + 1)=1va
nt+n + I | n!. Theo hlrdng nay, ban Tuin da
chi ra ring cdc sb hang ctia day s6 nguyén

duong sau théa man cdc diéu kién vira néu:
ay =16 va g, = a,%_, vOi moi n > 2.
Luu Thanh Ha

P33. Héi, trén mit phing, ¢ thé vé dugc
nhiéu nhit bao nhleu tam gidc ma hai tam gidc
bat ki (trong s6 d6) déu co dung mot dinh
chung va khong ¢6 di€m nao 1a dinh chung
clia tht ci cdc tam gidc dugc vé?

Loi giai.

Cach 1 (ciia tdc gid bai todn).

Xeét n tam gidc théa man didu kién d& bai
(n e N*, n>3).

Trong phan duéi day, [x ‘| ki higu s6 nguyén
nho nhét khéng nhd hon sé thuc x.

Xét mot tam glac tuy y trong s6 n tam giac
néu trén, goi la 7y.

Theo gia thiét ctia bai ra, T phai cé chung
ding mot dinh v6i mdi tam gidc trong sb
n— 1 tam gidc con lai. Do do, theo nguyén ly
Dirichlet, trong s6 3 dinh ctia 7; phai c6 mot
dinh, goi 1a A, 1a dinh chung cia Ty véi it nhét
B [”; 1] tam gidc, goi 14 71, T, ..., Ty,
Vi khéng ¢6 dinh nao la dinh chung cia tit
cad cac tam giac nén ton tai mot tam giac, goi
la T, khéng nhan A 1am dinh. Theo gia thiét
cua bai ra, T ¢c6 mét dinh chung, khic A, véi
mdi tam giac trong cac tam gidc Ty, T, D>,
Tk, va v8i i # j, dinh chung cia T véi 7;
khac dinh chung cta T véi Ty (viT;vaT; da
¢6 chung dinh A). Do dé, T phai ¢6 it nhal
k+1 dinh. Suy ra, phdi c¢6 k+ 1 < 3, hay

n—1
k= [T‘, <2.Dintéin < 7.

Véi n =7, dé thdy, 7 tam gidc sau thoa
man cac diéu kién ctia dé bai: ABC, ADE,
AMN ,BDM, BEN, CDN va CME.

Viy, chi co thé vé dugc tbi da 7 tam gidc thoa
man yéu ciu dé bai.
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Cach 2 (phong theo cdch gidi ciia ban Chu
Thi Thanh, ldp 9EI, truong THCS Vinh
Twong, huyén Vinh Tuong, tinh Vinh Phiic).

Xét n tam gidc théa man diéu kién dé bai
(ne N*, n>3).

Trudc hét, ta c6 Nhin xét sau:

Nhdn xét: Khong 6 di€ém nao 1a dinh chung
cla qua 3 tam gidc.

Chiing minh. Gia stt ngudc lai, tdn tai diém A
la dinh chung cta 4 tam gidc, goi la 7}, B,
13, 14.

Do A khong thé 1a dinh chung cia tit ci cic
tam gidc (theo gia thiét ctia bai ra) nén phai
ton tai mot tam gidc, goi 1a 7, khong nhin A
lam dinh.

Theo gid thiét clia bai ra, Ty phii ¢6 chung
ding mot dinh véi méi tam gidc trong sb 4
tam gidc noi trén va véi i # j, dinh chung ciia
Ty v6i T; khac dinh chung cia Ty véi T;. Do
do, Ty phai c6 it nhit 4 dinh. Diéu vo Iy nay
chitng t6 gia sit ban dau 1 sai.

Nhan xét duge ching minh.

Tit Nhan xét trén, nhin thiy ta phai c6 n < 7.
Thét véy, gia st ngugc lai, n > 8. Xét mot tam
gidc bt ki, goi 1a 7

Theo gla thiét ctia bai ra, T ¢6 mot dinh chung
v6i mdi tam gidc trong $6 n— 1 > 7 tam glic
con lai.

Tt d6, do T chi ¢6 3 dinh nén theo nguyén
Ii Dirichlet phai c6 it nhit mot dinh 13 dinh
chung cia 7 véi it nhat 3 tam gidc khdc. Nhu
véy, ton tai mét diém la dinh chung ctia it nhat
4 tam giac; méau thuin véi Nhéan xét néu trén.
Diéu nay cho thy phai ¢ n < 7.

V6in =7, tacé7tam gidc ABC, ADE, AFG,
BDF, CDG, BEG, CEF thda min cic didu
kién dé bai. Vay, s6 téi da cdc tam gidc c6 thé
véla7,

Nhan xét.

L. Trong 15i gidi ctia minh, ban Chu Thi Thanh

da phat biéu Nhin xét (& Céch 2) dudi dang:
“Néu c6 mot dlem la dinh chung cta 4 tam
gidc thi diém Ay sé la dmh chung cua tat c4
cdc tam gidc”.

Trong phan ching minh n < 7 bang phan
chiing, ban Thanh da chi ra ring néu n > 8 thi
s€ c6 mot diém la dinh chung ctia it nhit 4 tam
gidc va vi thé theo Nhan xét, diém nay phai 1a
dinh chung ctia tat c cdc tam gidc; mau thudn
véi gid thiét thit hai cta dé bai.

Cach trinh bay 16i giai theo mach trén khong
hay va khong dep, bdi né tao cho ngu‘éii doc
cam gidc ngudi gidi bai khong y thifc ro vé gia
thiét ctia bai toan hodc khong co y thic khai
thic triét d€ cic gia thiét cta bai todn trong
qua trinh giai bai.

2. Hai 16i gidi néu trén th€ hi¢n hai y tudng
gidi khic nhau ddi véi bai da ra. Y wdng gii 6
Ciach 1 1a tim cédch phan tich, khai thic céc gla
thi€t ctia bai ra theo hudng “dan truc tiép dén
danh gia cho n (sé tam gidc ¢6 thé vé dudc,
théa man diéu kién dé bai)”. Y twéng gidi &
Céch 2 1a tim cdch phan tich, khai thdc gia
thiét cla bai ra d€ tim ra mot tinh chét dic
trung cua hé cdc tam gidc c6 thé ve, rdi dua
vao tinh chit d6 d€ suy dodn ra danh gid cho
n va sau d6 tim cdch ching minh suy dodn Ay.

3. Trong s6 cdc 16i gidi Toa soan nhan dudc
tr doe gid, chi ¢6 101 gidi ctia ban Chu Thi
Thanh 12 16i gidi ding. Mot s6 ban khéc ciing
¢O y idng gidi nhur ¢ Cach 2, nhung di khong
thanh cong trén con dusng thyc hién y tudng
do; ¢ nhiing ban, sau khi ¢6 dugc Nhén xét (3
Céch 2), da khong dung suy luan “Ii thuyét”,
ma dung quan sdt tryc gidc, hinh d&nh minh hoa
dé 1 gidi vé gid tri 16n nhit c6 thé ciia n. Cic
ban c6 thé dung quan sdt truc giac, hinh anh
minh hoa dé suy dodn vé mét didu nao dé; tuy
nhién, sau do, cdc ban cin chitng minh (tic 1i
gidi) tinh ding ctia suy doan iy bing cic lap
ludn logic chit ché.

Nguyén Khice Minh
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P_34. Cho a,b,c,d 1a cic s6 thyc duong, c6
(ong bing 4. Chiing minh ring
1 i>az+b2+62+d2
ab  cd ~ 2 :
Hoi dang thic xay ra khi va chi khi nao?

Loi giai.
Cach 1 (dua theo 15 gidi ciia ban Pham Tho

Hdi Minh, sinh vién ngm thip 2, ldp K65TN,
khoa Todn-Tin, tritong DHSP He Noi).

Do cic cip (a,b) va (c,d) ¢6 vai rd nhu
nhau nén khong mit t6ng quat, c¢6 thé gia sir
a+b<c+d.

Khi d6, a+b < a+b+c+d

= 2. Tit d6, do
a,b>0nén2vab <a+b<2, Suyraab <1.
Ki hiéu (1) la bét déng thiic cin chitng minh
cta dé bai, ta c6

Lo
e —+—

>
2

l 1
& @4-5 > Sﬁ(a+b)(c+d)*(ab+cd)
1 1
& E+E+(a+b)(4—a—b)+ab+cd
= 8. (2)

1
Doc,d > 0nén —E cd > 2. Do d6, dé chitng
minh (2), ta sé chiing minh
|
-a—g—k(a+b)(4-a—b)+ab >6. (3)

Ta c6 Nhan xét don gién sau:

Nhdn xeét.

Né110<y§x§lth‘1y+12x+l_. 4)

y X

That vay, ta ¢c6 (4) < w >0va
5 25 v o
bat dang thiic sau 1a mot bit dang thiic diing.

(a+b+c+d)2H2(a—l—b)(c+a’)—2(ab+cd)
— 7% —advoNetd)—2(ab+cd)

b\ 2
Do0O<ab < %) < I nén ap dung (4)
ta dudc
I (a+b)? 4
B = — .
CTES 4 (a+b)?

Do viy, dé ching minh (3), ta sé chiing minh
(a+b)? 4

4 (a+b)?
bita+b=20<t< 1. Khi do, (5) dugc
viét lai thanh

1
t2+r—2+2t(4—2r)26. (6)

Taco (6) & (1—1)3(3t+1) < 0. (7)
(7) la bat dang thiic ding, do 0 < ¢ < 1. Vi thé,
(6) duge chiing minh. Do dé, bit dang thitc
ctia dé bai dugc ching minh,

Theo dbi cdc danh gia trong chiing minh trén,
ta thay dau bing & (1) xdy ra khi va chi khi

cd=1,a=1, véI:t:a+b.

Tir do, két hop véi didu kien a+ b+ ¢ 4 d — 4,
dedang giditaa=b=c=¢— 1.

Cach 2 (ciia nguoi chdm bai).

Khong mat tdng quat, gia sit q + b <c+d.
2

Khi d6, a+b <2 va ab < (“—}1—’) <1,

Viét lai bat ding thitc ciia d& bai dugi dang

1 1 (@a+b)*+ (c+d)?

— — E R S S et
ab+ab+cd+cd_ > (1)
Ta cé:

1 |
(D& —+ab—24+— 4cd—2
ab cd

- (4¥a.—b)2+(a+b)2

> ; —4
() (g )
>(2—a—b) )
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T t(a+b)(4—a—b)>e. (5

2

1 oy .

N — \/ca’) > 0 nén dé chiing minh
: (\/ca’

(2), ta s¢ chiing minh

(L_\/@)zg 2-a—b)? @)

Vab
Via+b<2va > vab nén
a
1
By — — Vab>2—gq—h
(3) 7
1
& ——=+Vab—2Vab>2— (a4 b).
Jah (a+b)

Bt dang thiic cubi ciing 14 hién nhién do

1

= tVab>2va —2Vab > —(a+b).

Vab
Vi viy, (3) duge ching minh va do dé (1) dugce
chiing minh.
Déu bing 6 (1) xdy ra khi va chi khi ab — i
a=bvacd = 1.Két hop Voia+b+c+d=4,
tadudca=b=c=d=1.
Nhén xét.
1. Pay la mét bai todn khé so véi muc do tu
duy bat déng thiic & cAp THCS. Pidu nay ly
gidi tai sao trong cdc 15 gidi dude gii vé Toa
soan, khong ¢6 15i gidi nio cia hoc sinh cip
THCS.
2. Hu6ng (iép can trong Céch 1 (gin tuong
t v6i cdch gidi clia tdc gia bai todn) la tim
cach gidm dan s6 bién sb dé quy bét ding thiic
cla de bai vé bit ding thic mot bién, Day
la mot phuong phép quan trong trong ching
minh bat ding thite. G Cach 2, vé thirc chit, ta
cing di theo huéng tiép can nay, chi 1a phép
chitng minh duge trinh bay dudi dang an, &
doan cubi.
3. Trong 15 gidi ctia minh, ban Pham Tho Hai
Minh da qui viéc ching minh bét ding thic
(3) (xem Cich 1) v& vigc chiing minh bét ding
thiic

(a+b)2 —4(a+b)+ (6—%—(#)) <0

va ban da ching minh bit ding thic nay
bing cdch chiing minh nita doan (0; 2] chia
trong tép nghiém clia bat phudng trinh (4n 1):
1 .
. dr- (6 ~ wab) < 0. Cach lam nay
a
da gap phai cdc tinh todn khd rusm ra, dic
biét 1a phan tim diéu kién d€ du biing xay ra.
4. Ngoai 16i giai clia ban Pham Tho Hai Minh,
trong s6 cdc 181 gidi Toa soan nhan dugc, chi
co thém 16 giai cha ban Trdn Tién Manh (16p
1TAT1, THPT chuyén Pai hoc Vinh) la 16i gidi
ding. Ban Manh, sau khi bién déi bit dang
thic ctia dé bai vé dang
! et +ab+cd+(a+b)(c+d)>8
—+ —+ab+cd+ (a .
ab  ed -
da ching minh bat ding thic d6 bing cach
ching minh bit déng thiic trung gian

(a+b+c+d)>

1 1
A b 12—
Jrc'( Fabted 2 (a+b)(c+d)

ab 1
rOi van dyung bét ding thitc trung binh cong -
trung binh nhén d€ hoan tit chiing minh.

S. Dudi déy 1a mot s6 sai 1dm cd ban trong cdc
101 gidi sai ma Toa soan nhan dugc:

— Khong mit tdng quét, gid st a > b > ¢ > d.
(Diu néu trén 12 sai vi § bai todn nay chi a, b
€6 vai tro nhu nhau, ¢, d ¢6 vai trd nhu nhau
va cdc cidp (a, b), (¢, d) ¢6 vai trd nhu nhau),
— Xét cyc tri ctia vé trdi ma khong d€ y ring
vé phéi ciing thay déi khi cic bién thay d6i.

Tran Nam Dung

P35. Tim tat ca cdc ham s6 f xdc dinh, lién
tuc trén tap s6 thyc R, ldy gid tri trén R va
théa man diéu kién

Fx+fO+z+0)+ f+ fz+1+x))
T+ ft+x+9)+ fE+fx+y+2) =0

vGi moi x, y, z, ¢ thude R.
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Lai giai (ciia tdc gid bai todn).
Kihiéu (1) 1a hé thic ham da cho trong dé bai.

Gia st f 12 ham s6 thda man céc diéu kién ctia
dé bai.

Trong (1), thayx =y =z7=¢ = g, ta dugc:

-
f(3+r00) =0 @)

véi moi r thudc R,

Gid sif, v6i n 1a s6 nguyén duong nio dé, ta c6

f (%Jr_f,:('?) =0 3)

v6i moi r thude R.
Khl do, do (2) nén trong (3), thay r bdi
ﬁ+f( ), ta dudc:

r f0)
(7)o

vdi moi r thude R.

Vi viy, theo nguyén ly quy nap, véi moi r
thude R, ta co

r Jin0\
f(§+3”_1) =0

véi moi n € N*,

Tit d6, do f la ham lién tyc trén R nén
J(0)=0.

Dé thy, ham s6 f(x)
kién cta dé bai.

= 0 thda man cic diéu

Tiép theo, gid sit dn tai ry € R sao cho
f(ro) #0.

Trong (1), thay x = —2r va y=z=t=r,ta
dudc

fBf(r)—2r) = =3£(r) (4)

véi moi r thude R.

Xét day s6 (x,),>1, xac dinh béi: x; — ro va

Dua vao (4), bing quy nap theo n, d& dang
chiing minh dugc:

f ) = (=3)"""" f(ro)
vOi moi n € N*,
Suy ra:
+ Néu f(rg) >0 th‘l lim | f(x2p) = -o0 va

lim f(XQ,,_H) = +°°
n—r+oco

+ Néu f(rg) < 0 thi 1i1_|1_1 £ (x20)

llm f(.lszr[) -co,
H—>

= +oo va

Vi thé, do £ 1a ham lién tuc trén R nén tdp gia
tricua flaR

Do do, f la toan dnh tot R dén RR. 5)
Trong (1), thay y = z =7 = 0, ta dudc
F)+31(f(x)) =

vOi moi x thude R.

07 hay f(f(x)) =i

o % X . .
T do, do (5), ta co f(x) = —3 véi moi x
thudc R.

Dé thiy ham s6 vita tim duge & trén thda man
cdc diéu kién cta dé bai.

. 5 ; N T
Viéy, tom lai, f(x) =0 va f(x) = ~3 la tat ca
cdc ham s6 cén tim theo yéu cdu cia dé bai.
Nhan xét.

Trong sb tit ca Ioi giéii Toa soan nhéin
dudc, chi c6 10i giai cia ban Trwong Manh
Tudn (11Al, trudng THPT chuyén KHTN,
DHKHTN - BPHQG Ha No1) 1a loi giai ding
(tuy chua thyc su ngin gon).

V6 Quoc B4 Cin

P36 Cho s6 nguyén duong n. Ching minh
ring ton tai cdc sb tu nhlen a,b sao cho

Xn = 3f (xp—1} — 2x, v6i moi n > 2. 0<b5\/_+lva\/—355\/”+ :
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Loi gidi (cia tdc gid bai todn).

Goi m la sb nguyén duong sao cho
m><n<(m+ 1)2.

D@ thiy, ¢6 duy nhit s6 m nhu vay.

Pit s = n—m?; ta ¢6 s 1a sb tu nhién va
0<s<2m.

Xét hai truong hop sau:

o Truong hop I: s la s6 chdn.

§2

(2m)?

Tacé:n=m*+s<m?+s+
<mP4s+l=n+l.

s
Suy ra\/ﬁﬁerﬂ <vn+l1.

" o 5.
Do d6, cédc sb tu nhién a = m? + > vaib=m
théa min yéu cau dé bai.
o Triong hop 2: s la sé Ié.

Ta co
n=m’+s=(m+1)%—2m+1—s)
2m+1—s\2
2(m+1)
Cm+1—85)+1=n+1.
2m+1—s =
2m+1) —

Do do, cic s6 ty nhién a = (m+ 1)2 — m +
i |

2
Nhan xét.

<(m+1)2—(2m+1 —S)—I—(
< (m+1)2—

Suyray/n<m-+1-— n+1.

va b =m+ 1 thdoa man yéu cau dé bai.

L. Loi gidi cia ban Pham Quang Todan (16p
12, Indoopilly State High School, Queens-
land, Australia) 12 16i gidi duy nhét ding ma
Toa soan nhén dugc tir doc gia.

2. Ciing nhu & 16i gidi trén, ban Pham Quang
Toan da gIHl bai toan bdng cdch chi ra cu
thé cdc s6 a, b thoa man yéu ciu dé bai. Tuy
nhién, do da lam gd ghé bai toan lén bang
cach thay thé diéu kién 2 bai didu kién tuong
duong “a* = bn + k, véi k 1a sb tu nhién ma

0 < k < b>” nén viéc chon céc sb a, b clia ban
Toan ciing tr§ nén “vit va” hon va thiéu tyu
nhién hon so véi cach chon trong 18i giai trén.
3. C6 thé chitng minh dude ring, ¢6 vé sd
50 nguyén duong n sao cho khong ton tai
cde s6 te nhién a,b ma 0 < b < \/n va
a o

NS A < vn+1. Ban doc hdy thit chiing
minh!

Nguyén Khiac Minh

P37. Cho day sb thyc (x,),> dude xédc dinh
nhu sau: x; =1 va

Xp =Xp-1+ v6i moi n > 2.

2x1171
Tinh [)szﬂ.
([x] ki hiéu phéan nguyén ctia s thuc x).
Lai giai (dwa theo 15i gidi ciia ban Nguyén
Hitu Théng, Idp 11A1, trieong THPT chuyén
Phan Béi Chdu, Nghé An).

Véi moi k > 2, tlt cong thie xdc dinh day sé
dé cho, ta thiy

L T
2 2
i (x"“+2xk 1) Eca

(1)

n
—x;%fl) 2x%+ Z = 2)
=2 k=2

~ no] . .
V6i moin > 1, dat H, = Y ?; tr (1) va (2)
i=1
suy ra ’

véi moi n > 2.

Tiép theo, ta chiing minh BS d sau.
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A7 A
Bo dé.

Chuing minh. Xét ham sb

Hy < 1+1Inn véimoin > 1.

1
f(x)=In(x+1) —Inx—x~H trén (0; +o0).
Ta co

| 1 |
o . - N S
(x) = TFL (x+1)2
=L TR & 0;+00).
x(x+1)2 =0 el )
Do d6, f nghich bién trén (0;-+eo).
Ma

1
lim f(x)= lim In (1 + k) — lim

#34e0 Para . x—Foo x4 1
=Inl=0.

nén suy ra f(x) >0 Vx ¢ (0;+00); tifc 12

TF . amwry

|
s In(x+1)—Inx Vx e (0;40). (4)

Bat déng thic trong BS dé hién nhign diing
khin=1.

Véin > 2, theo (4), ta ¢6

n—| n—1

1
H,=1+ — <14+ In(i+1)—1Ini
e R X
= 1+4Inn.
B6 dé dugc chiing minh.
Theo B6 dé, tit (3) ta c6
1
xﬁSn%—é—l(l—{—ln(n—l)) (5)

vOi moi n > 2. DE thiy x, > 0 Vn € N*. Do
do, tir (2) va (5) suy ra

1
VS, < 5\/411+1+ln(n—1) Vn > 2.

Vi thé,

|
V2017 < xp917 < E\/8069+1112016. (6)

[

Do 44% = 1936 < 2017 nén 44 <v2017. (7)

Do e*!' > 23! > 2016 nén 1n2016 < 31, hay
8069 + In2016 < 902,

1
Do do, E\/8069+ In2016 < 45. (8)

Tux (6), (7) va (8), suy ra [X2017] = 44.
Nhan xét.

1. Ngoai ban Nguyén Hiwu Théng, cdc ban
Lé Tudn Anh (I6p 10 Toan 1, truong THPT
chuyén L& Hong Phong, Nam Dinh) va Pham
Tho Hdi Minh (sinh vién I6p K65TN, Khoa
Todn-Tin, PHSP Ha Noi) cling c6 13i giai tbt.

2. Loi gidi cia nhom ban Nguyén Hoang biic,
Trinh Hoang Hiép, Nguyén Tan Tai (I6p 11A,
truong THPT chuyén Quang Trung, Binh
Phudc) ¢6 thé duge coi 1a ding, néu bo qua
mét 56 16i “danh may”.

Nguyén Duy Thai Son

P38. Cho tam gidc ABC noi ti€p duding tron
(0). Goi D 1a hinh chiéu vudng géc cia A
trén BC. Céc diém E,F di dong trén (0) sao
cho EF || BC. M, N theo thit tu 13 hinh chiéy
vudng géc cla B, C trén AE. P, QO theo thu
tr 1a hinh chiéu vuéng géc cia B, C trén AF.
Ching minh rang tam v ty ngoai va (am vi tu
trong cua cdc dudng tron (DMQ) va (DNP)
la cac di€m cb dinh.

Loi giai (ciia tdc gid bai todn).
Trude hét, ta ching minh B d& sau:

B&'dé. Cho tam gidac ABC ndi tiép dudng tron
(0). F 1a mot diém bét ki trén (O0). D 1a hinh
chiéu vuéng géc clia A trén BC. P, Q theo thi
t 1a hinh chiéu vudng géc cta B, C trén AF.
Khi d6 tam duong tron (DPQ) thude dutng
tron Buler clia tam gidc ABC,

Chiing minh. Goi T 1i tam dudng tron
(DPQ); X, Y, Z theo tht ty I3 trung diém ciia
BC,CA, AB.
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Dé thiy TD = TQ,YD = YQ va TD = TP,
ZD =7P.

Dodo TY L DOvaTZ | DP.

Tu d6, chi y ring mdi bo bén diém
(A,C,D, Q), (A,B,D,P) déu 1a bd 4 diém
cung thudc mot dudng tron, XY || AB va
XZ || AC, tacé

(TY,TZ) = (DQ,DP) = (DQ,AQ) + (AP, DP)
= (DC,AC) + (AB,DB) = (AB, AC)
= (XY,XZ) (mod r).

Do do, T' thude dudng tron (XY Z) - dutng
tron Buler cta tam gidgc ABC.

B6 dé dugc ching minh.

Tré 1ai bai toan.

C6 hai trudng hgp xdy ra.

Truong hop 1: AB +# AC.

Goi D 1a hinh chiéu vuéng géc ciia A trén BC:
X, Y, Z U, V theo tht ty 1 trung diém ctia
BC, CA, AB, MN, PQ; W, W' va R, R' theo
thtt o 1a tdm va ban kinh ctia cdc dudng tron
(DMQ), (DNP); K, K’ 1a cic giao diém cia
OXva (0); H 1a truc tam cia tam gidc ABC;
S, 8" theo thit y 1a giao diém ciia WW' va HK,
HK'; T 1a tam ciia duong tron (DPQ).

D¢ thiy, méi bo nim diém (A, B,M, P, D),
(4,C,N, Q, D) déu 1a bd 5 diém cung thude
mot dudng tron va cdc tam giac ABM, ACQ
dong dang ngugc husng. (1)

Suy ra

(PM,PQ) = (PM,PA) = (BM,BA) = (CA,CQ)
= (NA,NQ) = (NM,NQ) (mod ).

Do d6, bon diém M, N, P, Q ciing thuéc mot

duong tron.

ViBM | AE,CN | AE va X, U theo thi tu [a

trung diém ciia BC, MN nén BM || CN va

XB_ . UM

X X = UN
Do do, theo dinh 1i Thales dao,

XU || BM || CN.

Ma CN L MN nén XU | MN. Do dé, XU la
trung tryc ctia MN.

Biing cdch tuong ty, ta cting chiing minh dudc
XV la trung tryc ctia PQ.

Viviy, X 1a tdm cta dudng tron (MNPQ). (2)
T (1) va (2) suy ra
(XM,XQ)

= (XM, X0) = (XM, X0) + | (¥, %)

B2 |
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= (PM,PQ) + (NM,NQ)

= (PM,PA)+ (NA,NQ)
= (DM, DA) + (DA,DQ)
= (DM ,DQ) (mod 7).

Do dé, X thudc dudng tron (DM Q).

Biing cdch tuong ty, ta cling ¢6 X thude dudng
tron (DNP).

Suy ra WW' 1a trung tryc clia DX. (3)

Tir (3), chi y ring WW' || KK’, suy ra S, S’
theo thit ty la trung diém cta HK, HK'. (4)

Do H la tryc tdm clia tam gidc ABC va dudng
tron (XYZ) la duong tron Euler clia tam gidc
do nén (XYZ) la anh cta (O) qua phép vi tu

. 2 1 ,
tam H, ti s6 3 Vi the, ti (4) suy ra S, 5 thude
dudng tron (XYZ). (5)

Tir (3) va (5) suy ra SS' la dudng kinh cta
dudng tron (XY Z).

Theo B dé, T thude dudng tron (XYZ).
Dé théy, D thude duong tron (XY Z).

Do vay T'S, TS’ la phén gidc clia cdc goc tao
béi TY vaTZ; DS 1 DS'. (6)

Dé thiy, ¥ 1a tam clia duding tron (DQAC).

Tt d6, chi y ring T, W’ theo thit tu 1a tAm
clia cdc duong tron (DQP) va (DQM), suy ra
Y, T, W' thang hang.

Tuong ty, Z, T, W thang hang.
Vi viy, chu y téi (6), ta co
D(SSWW') = (SSWW') = T(SS'WW')
=T(SS'XY) = -1.

T do, lai chu y t6i (6), suy ra DS, DS’ 1a phan
gidc cla cac goc tao bdi DW va DW'.

Do do, theo tinh chéit dusng phan gidc, ta ¢6

Suy ra, §,5 theo thit ty 1a tAm vi ty ngoai va
tAm vi ty trong cia cdc dudng tron (DM Q) va
(DNP).

Ma S va 8’ la cac diém c¢b dinh nén ta cé diéu
phai chiing minh.

Trieong hop 2: AB = AC.

Goi X,Y,Z theo thi tu la trung diém
cia BC,CA,AB (chi ¥y X = D); W,W'
theo thd ty la tdm cla cac dudng tron
(DMQ), (DNP); S, 8" 1a cic giao diém ctia
AD va dudng tron (XYZ) (chiy §' =D = X);
T la tdm cua dudng tron (DPQ).

W

Dé thiy, cdc duvng tron (DMQ) va (DNP)
tiép xuc trong vdi nhau tai §'.

Do do6, tam vi trong cua cdc dudng tron
(DMQ) va (DNP) ladiém ¢ dinh §'.  (7)
Hién nhién, SS’ 1a dudng kinh ctia dudng tron
(XYZ).

Vi vay, TS, TS’ la cdc dudng phén gidc cla
cdc gic tao bdi cac dudng thiang TY va TZ.
Tuong ty nhu trudng hgp 1, T thude
duong tron (XYZ) va mdi bd ba diém

SW_DW R _SW  pw R (Y ,T,W).(Z T, W)lamotbd 3 diém thing
sw o Dw R Sw pw R hang
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Do vay, T'S, TS’ 1a cdc dudng phan gidc clia
cdc goc tao bdi cac dudng thing TW' va TW.

Tir d6, chi y rang S, §', W, W’ thing hang, suy
ra (SSWW') = —1. (8)
Tir (7) va (8), suy ra § la tm vi ty ngoai ctia
cdc dudng tron (DMQ) va (DNP).

Ma S la di€ém c6 dinh nén ta c6 diéu phai
chiing minh.

Nhén xét.

1. Bai da ra la mot bai toan kho.

2. Toa soan chi nhan duge mot 13i gidi tir doc
gid va 1o gidi nay c6 hai yéu diém sau:

— Cach xéac dinh tdm vi ty trong va tdm vi tu
ngoai ctia cic dudng tron (DMQ) va (DNP)
khong dep va c6 nhitng diém thiéu chinh xdc;
chdng han, tim vi tu ngoai § dudc xédc dinh

la giao di€m cia trung truc cta DX va cung
ZCAD — /BAD

2

(C6 hai cung chia goc nhu vdy va hon thé,
ZCAD — /BAD

2
— Mot s6 14p luéin khéng mang tinh khéi quat,
chi ding cho mét s6 thé hinh nhit dinh.

chita géc ve trén doan DX.

c6 thé 1a s6 am!).

Nguyén Minh Ha

P39. Ki hiéu S 1a tap hgp gdbm 2017 s6 nguyén
dudng dau tién. Hoi c6 nhléu nhit bao nhiéu
phan tif clia S 1a nhiing s hang cua cung mot
cip s6 nhéan tang, c¢6 cdc s6 hang 1a sb thuc va
cong bdi 16n hon 1?7

Loi giai (dua theo loi gidi ciia ban Trinh
Khdanh Hiép, lop 11 Todn, triwcong THPT
chuyén Trdn Phii, Tp. Hdi Phong).

V6i n 1a s6 nguyén du’dng va P la sb nguyen
t6, ta ki hiéu v,,(n) 1a s6 16n nhét trong céc sb
W nhién k ma p* | n. D@ thiy

vp(mn) = vp(m)+vy,(n),

vdi moi s6 nguyén duong m,n va véi moi sb
nguyén (o p.

Gia st x; < xp < -+ < x, la cdc sb nguyén
duong vura thude S vita la cdc so hang ctiia mot
cap sO nhén ting, co céng bdi g > 1.
Vil ,2,4,8,16Sval,?2, 4,8, 16ciing la
cdc s0 hang clia mot cép s nhan ting c6 cong
bdi 16n hon 1 nén ¢6 thé gid sit n > 5.
Vix) <x3 < -+ < x, lacdc s6 hang cliia mét
cap so nhén tang véi céng bdi ¢ nén ton tai
cdc sO nguyén dudng ay, as, ..., a, sao cho
i
Xitl =Xi-q"
i+1 ai o4 .
= g v01 mo1
i
i=1,n—1.Suyra, v6imoii=1,2,... n—2,
ta co

_ ajy _ d;
Xit+1 ' iG] Xi2 '
et T o q — L .

Xi Xit1

vOi moi [ =

Do do,
Qivl @i _Gitaiy
X X =Xy
véimdii=1,2,....,n—2.

Vi viy, véi p 1a s6 nguyén t6 tly ¥, ta cé

(ai +air1)vp(xiv1) = aip1vp(xi) + aivp(xip2)

véimbii=1,2,....n—2.

Suy ra, véi p la sd nguyén té tiy v, ta c6
Vp(i) <vp(xit1) & vp(xip1) < vp(xip2)

véimoii=1.n—2.

Dé thiy, ton tai s nguyén tb p sao cho

vp(x1) < vp(x2) (Vi néu ngugc lai, v, (x1) >

vp(xg)'véi moi p nguyén to thix, | xy, trdi véi

gia thict x| < x»).

Tir d6, suy ra ton tai s6 nguyén td p sao cho

Vp(x1) <wp(a) < -0 <vp(xn).
Do dé, vp(x,) > n—1. Suy ra p"~! | x,.

Ma x, <2017 nén p"~! <2017.

T8p 186 6 Thang 6. 2017

Tap chi Pi 37




Vi thé, 2! <2017. Suy ra, n < 11.

Dé thdy, 1,2,22,23,...,21% € § va cdc sb d6
1ap thanh mot céip s6 nhan ting, ¢6 cong boi
16n hon 1. Vay, c¢6 t6i da 11 phédn t& thude S
la cdc s6 hang ciia mot cép sb nhan ting, c6
cong boi 16n hon 1.

Nhan xét.

1. Loi gidi néu trén cda ban Trinh Khanh
Hiép la mot 161 giai dep cho bai todn. Ngoai
ban Hiép, ban Nguyén Nguyén (16p 10 Toan,
truong Pho thong ning khiéu, PHQG Tp. Hb
Chi Minh) ciing ¢ 16i gidi ding va tuong
dbi tt. Y tudng gidi cia ban Nguyén Nguyén
khic y tudng gidi cia 16i giai néu trén. Ban
Nguyén Nguyén cé nhan xét ding ring bai
toan véan gidi dugc khi thay 2017 boi sb
nguyén duong n > 2 tuy y.

2. D€ thdy, 16i giai trén hoan toan c¢6 thé st
dung lam 16i gidi cho bai toan khéi quat, khi
thay 2017 bdi n > 2. Theo d6, s6 phan tir tbi
da ctia tdp gdm n sd nguyén dicng déu tién
la nhitng s6 hang ctia cling mot cp sd nhan
ting, c6 cong boi 16n hon 1 bang [log,n] + 1.

3. Ngoai trtr 18i gidi cia ban Hiép va ban
Nguyén Nguyén, tat ci cic 16i giai con lai,
trong sd cdc 18i gidi ma Toa soan nhan dugc
tir doc gid, déu khong diing; do ngd nhin néu
cdc phén tif thudc S 12 nhiing s6 hang ctia cling
mot cap sb nhén thi ching phai 13 nhitng sé
hang lién tiép hodc do 1ap luén khong chit
ché, thiéu chinh xdc vé tinh hitu € - vo ti clia
nhiing s6 dudc xem xét trong 13i giéi.

Ha Duy Hung

P40. Chuén bi cho budi giao lvu cla Pi véi
cac ban hoc sinh Tiéu hoc yéu Toan, c6 Lé
Huong dude giao nhiém vu chia 500 thanh
chocolate (s6-cd-la) thanh céc géi sao cho méi
g6i déu c6 mot s6 18 thanh; ¢6 C4m The dugc
giao nhiém vu chia 500 céi keo mit thanh cdc
g6i sao cho khong ¢6 2 géi nao ¢6 s6 keo bing

nhau. Ki hiéu s va ¢ tuong ting 1a s6 cach chia
ma c¢6 Lé Huong va ¢6 CAm Tho c6 thé thuc
hién. Hay so sanh s va r.

Loi giai (dwa theo cdch gidi ciia ban Trinh
Khdanh Hiép, ldp 11 Todn, tricong THPT
chuyén Trdn Phi, Tp. Hdi Phong).

Nhan thiy:

— Mai cdch chia chocolate ciia cé Lé Huong
la mot cach phén tich 500 thanh téng cla céc
s6 nguyén duong 18. Hai cich chia khdc nhau
cta c¢d L& Huong la hai cdch phan tich khéc
nhau theo nghia: tdn tai mot s6 nguyén ducng
1é ¢c6 mit trong phén tich nay nhung khong
¢6 mit trong phan tich kia, hoiic ton tai mot
s6 nguyén duong 1& ma sd 1dn ¢6 mit cda né
trong phén tich nay khéc sb 1an cé mit ctia né
trong phan tich kia.

— MOi céch chia keo muit ctia ¢6 Cim Tho 1a
mét cdch phan tich 500 thanh tdng clia céic sb
nguyén duong déi mot khac nhau. Hai cich
chia khac nhau ctia ¢c6 Cim Tho 1a hai cdch
phén tich khdc nhau theo nghia: ton tai mét
s0 nguyén dudng cé mit trong phan tich nay
nhung khong cé mat trong phén tich kia.

Nhu vay:

— s chinh la sb phén tif ctia tap S gdm tit ca
cdc cach phan tich 500 thanh téng cta céc sb
nguyén duong 1é;

— ¢ chinh 14 s6 phén ti clia tip 7 gdm tht ca
cac cach phan tich 500 thanh téng cia céc sb
nguyén dudng doi mot khac nhau.

Ta s€ so sanh s va t nhd viéc xdy dung mot
anh xa thich hop tit T dén S.

Xéta tuy y thude T va gia st @ la cach phan
tich 500 thanh tong cia m > 1 sb6 nguyén
duong doi mot khiac nhau ay, as, .. ., a,,.

Véi mdi i = 1,m,a; c6 duy nhét biéu dién
dang a; = 2" - b; (*) trong d6 b; 1a mot sb
nguyén duong 1€ va n; 1a mot sé tu nhién. Vi
thé, trong cdch phan tich a, khi thay méi ¢; béi
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tong clia 2" sd nguyén duong 1é by, ta sé c6
mot cach phan tich (goi 1a b) 500 thanh téng
clia cdc s6 nguyén duong 1&; néi cach khic, ta
sé ¢6 mot cach phén tich b thudc tap S.

Hon ntta, do tinh duy nhét ciia biéu dién ()
nén cach phén tich b dude xac dinh nhu trén
Ia duy nhét.

Do d6, phép dat ting mdi ciach phén tich a
thuoc 7' véi cach phén tich b duge xédc dinh
nhu trén xdc 1dp mot dnh xa, goi 1a f, th T
dén S.

Xét b = f(a) v6i a € T (nghia la, b 1a 4nh
clia a € T qua f). Gia st b 1a cdch phan tich
500 thanh tong ctia m; s& nguyén duong 18 b,
my s6 nguyén duong 18 by, ..., my sb nguyén
duong 1¢ b;. Khi do, tt cach xdc dinh b, dé
thdy, mdi m;, i = 1,k, 1a mot tdng cdc iy thita
cua 2.

Tt d6, do tinh duy nhét ctia biéu dién dang (%)
va tinh duy nhit ctia bi€u dién trong hé nhi
phan ctia cdc s6 nguyén duong, dé dang suy
ra, néu a va @’ 1 hai phin tit khac nhau thuoe
T thi f(a) va f(a') 1a hai phan ti khdc nhau
thudc S. Biéu nay cho thiy f 1a don dnh. (1)

Tiép theo, ta s& chung minh f la toan anh.

Xét phan tit b thy y thude S va gid sit b 1 céch
phan tich 500 thanh t6ng ctia m; sb nguyén
duong 1€ by, m, s6 nguyén duong 1€ by, ...,
my. s6 nguyén duong 1é by, Khi d6, ta c6

500 = miby +maby+ -+ by, (2)
Bi€u dién m trong hé nhij phan:
my =21 422 ... 425

trong do, sy, s, ..
mot khac nhau.

., 8j la cédc sb ty nhién doi

Trong tong (2), thay m by béi téng ciia cic s
23 ‘b], 2% 'b],..., 2% -b].

Lam tuong tu nhu vay dbi véi maba, ..., mpby.

Khi dé, dé thiy, ta s& c6 mét phén tich ctia 500

thanh tong cla cdc s6 nguyén duong doi mét
khdc nhau; nghia 13, ta s& ¢6 mot phan t clia
T. Hién nhién, b 1a &nh clia phan ti nay qua f.

Nhu vdy, véi mdi phén tit b € S, ludn tdn tai
phan it a € T sao cho f(a) = b. Do dé, f I
toan anh. 3)

Ta (1) va (3), suy ra f 1a song anh. Vi thé,
e A

Nhan xét.

1. Tir 18i gidi néu trén, hién nhién thiy, két quéa
clia bai ra khong thay déi khi thay 500 bdi sé
nguyén duong n tuy y.

2. Trong Todn hoc, mdi cich phan tich sb
nguyén dudng n thanh tong cla cic sé nguyén
duong khéc dugc goi la mot phdn hoach ciia
s6 nguyén dicong n. Mot phan hoach cia sb
nguyén dudng n dudc goi 1a phdn hoach Ié,
néu tat ca cdc sb trong phan hoach déu 1a
s0 1&; dugc goi 1a phdn hoach chén, néu tit
ca cdc sd trong phin hoach déu 1a sé chin:
dudc goi la phdn hoach chgt, néu tit ca cic sb
trong phén hoach d6i mot khéac nhau. Nhu thé,
bai da ra dé cp t6i sy so sanh giita s6 phan
hoach 1¢ va s6 phan hoach chit ctia mot sb
nguyén duong. Ban doc c6 thé ty tim hiéu vé
so sdnh gilta s6 phan hoach chin va sé phan
hoach 1¢ ctia mot s6 nguyén duong. Chiing toi
s€ trd lai trao d6i v6i ban doc vé mot s vén
dé lién quan t6i phan hoach ctia mot sé n guyén
dudng trong mot s6 t6i déy ctia Tap chi Pi.

3. Trong 16i gidi ctia minh, ban Trinh Khanh
Hiép chua chitng minh duge f 1a song anh tit
T dén S.

4. Cic ban Nguyén Nguyén (16p 10 Toan,
trudng Phé thong ning khiéu, PHQG Tp.
H6 Chi Minh), Trinh Hoang Hiép (16p 11A,
truong THPT chuyén Quang Trung, Binh
Phudc) cing ¢6 161 giai ding. Hai ban vira néu
da dung ham sinh d€ giai bai da ra.

Nguyén Khiic Minh
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LICH SU’ TOAN HOC

CARDANO VA ARS MAGNA

Phan Thanh Hong va Nguyén Thi Nhung

Phuong trinh béc 3 va cuéc
thdch dé chdn doéng gidi todn

hoc

Phuong trinh béc 3 dudc biét dén tir rit 1au
bdi nguoi Babylon, Hy Lap, Trung Quée, An

Loi gidi thiéu (Ha Huy Khoai). Trong chuyén muc “Ti ¢6 dién dén hién
dai”, chung ta c6 bai ctia GS. Ngo Bdo Chau, cho thdy ban chit ciia cong
thirc nghiém phuong trinh béc 2, béc 3, bac 4, va con dudng tu nhién dé
tlt d6 ti€p can ly thuyét Galois. Bai viét sau day k& vé su xuét hién ciia
nhing cong thiic nghiém phuong trinh bac 3 trong lich st. Nhu ching ta
sé théy, ban dau ngudi ta chi méi tim dugc cach giai mot so phlIdng trinh
béc 3 dang dac biét, va viéc di dén ngh1em ctia phuong trinh téng quat 1a
ca mot chang duong gian nan. Hai bai viét gitip ta nhin thiy con dlrdng
nhoc nhin ma nhén loai trai qua d€ dén véi chan Iy Toan hoc, va khi dén
dinh cao Todn hoc, moi thanh tyu ¢8 xua dudgc nhin thiy duéi mot dnh
sang mai.

Ars Magna (Ngh¢ thuét vi dai) dude xuét ban vao nim 1545, trinh bay
cich giai phuong trinh dai s6 bac 3 va bic 4, ma n6i nhu Felix Klein, d6
la “Téc pham quy gid chia dyng mam mdng ctia dai sb hién dai, vuot ra
ngoai gidi han clia toan hoc ¢6 dai”. Cubn sach con 1a cot mde danh dau
sy thic tinh ctia todn hoc chau Au sau “Pém dai trung ¢68”.

Do va Ai Cép co dai. Trong nhitng vién gach
Babylon dudc tim thay, ¢0 ghi cdc gia tri cua
n +n? v6in = 1 dén n =30, va nhu vay nguoi
Babylon da tim dugc nghiém ctia 30 phuong
trinh bdc 3 dic biét. Mot sé nha todn hoc tin
rang, ngudi Babylon ¢6 thé da biét quy mot
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phuong trinh bic 3 tdng quét vé dang “chudn”
13 +x% = ¢. Nhilng b ging giai phuong trinh
béc 3 con dude ghi nhin trong bo sich “Chiic
b toan kinh” ciia Vuong Hién Chuong vio
khoéng thé ky thit 7 & Trung Quéc, hay trong
mot tai liéu cia nha todn hoc ngudi Ba Tu
Omar Khayyim (1048-1131) bing phucng
phép hinh hoc déc ddo. Tuy véy, day van chi
la nhiing céch gidi cho nhiing trudng hdp don
18 va ca biét.
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Cdch gidi phiong trinh béc 3 béng hinh hoc
ctia Omar Khayydm

Vén dé tim nghiém phudng trinh béac 3 tiép
tuc lam dau dau cdc nha todn hoc Arab va
chau Au nhiéu the ky. Budc tién 16n theo
huéng nay thude vé Leonardo Pisano Bigollo
(1170-1250, con CIUOC gol la Fibonacci),
ngUdl chlrng minh rdng nghiém phuong trinh
Xt 202 +10 = 20 khong thé biéu dién dudi

dang “sé vo ty Euclid” v/a -+ v/b.

biéu ddng ngac nhién la y tudéng xét viéc biéu
dién nghiém phuong trinh dai s6 bing cin
thic da dugc nghién ciu tir thé ky 13! Tuy
nhién, vin chua cé dnh sang nao trén con
duong tim kiém nghiém phudng trinh bdc 3.

Luca Pacioli (1445-1517), trong cubn chng s
hoc (1494) (cubn sach toan diu tién viét bang
tleng Italia, ma khong phai bing tleng latinh)
cho ring: “Cc phwang phdp dai sé khong dii
dé’ cho cdch gidi phuong trinh bdc 3, ciing
nhie dé cdu phuong hinh tron”. Su so sanh
nay cung véi uy tin ciia Pacioli da Iam cho
nhiéu nha todn hoc xem phuong trinh bic 3
noi chung la khong giai dudgc.

Mic du vay, no Iye tim kiém cach gidi cho
nlnmg phu’dng trinh bac 3 vén chua bao gid bi
dap tit. Nhidu nha todn hoc, theo cdch riéng
ctia minh, van kién tri trén con duong do. Gido
su toan Scipio del Ferro (1465-1526) ngudi
Bologna la mot trong nhiing ngudi vin ngay
dém miét mai tim nghiém phuong trinh bic 3.
Nam 1515, éng tim ra cich gidi phu’dng trinh
X3+ mx = n, v6i m van 1a cic sb thyc duong.
Nhu nhiéu ngmjl khac vao thoi dé, Ferro gm
kin “béo b6i” ctia minh, va mai dén khi sap
qua doi 6ng mdi néi bi mat nay cho hoc trd
ctia minh 1a Antonio Fiore.

Cau chuyén giai phuong trinh béc 3 cang dugce
quan tdm hon khi vao nidm 1530, Niccolod
Tartaglia (1500-1557) nhén dude hai bai toan
db tir Zuanne da Coi vé& phuong trinh béc 3, va
nhanh chéng tim ra nghiém ctia chiing.

Cac mon sinh cta Ferro tLr ldu cung da tuyén
b6 1a ¢6 trong tay bi mat vé giai phu’dng trinh
bic 3. Do khong ai chiu ai nén cudi cung cdc
nha toan hoc Italia da quyet dinh mé mét cude
thich d6 gitta hai bén, mbi bén dua ra 30 dé
todn lam trong 2 gid. Tartaglia da suy nghi rét
nhiéu va dua ra nhiéu phuong an khdc nhau.
Trude khi thi mot tuan, éng da tm ra dugc
cdch mdi dé gidi phuong trinh bac 3. Ong hoc
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Scipione del Ferro

Niccolo Tartaglia

thudc cdch gidi méi va nghi ra 30 bai todn ma
chi ¢6 cdch gidi nay méi thuc hién dugc.

Vao ngay 22 thang 2 nim 1535, cic nha todn
hoc va nhting ngLrBi ham mo cua Italia va
nhiéu nude Chau Au da kéo vé thanh phd Mi-
lan dé dy cudc thi tai. Ca hoéi truong da vo
cung ndo nhiét, moi ngudi nong long cha doi
gi¢ phit thi diu. Ba chuc dé toin ma méi
bén dua ra déu la vé giai phuong trinh bac 3,

T'utagha da rét binh tinh, tu tin giai xong 30
dé toan cta dbi phuong trude gi quy dinh.
Ngugc lai, nhém mon sinh ctia Ferro da khong
giai dude bai nao trong sb 30 bai todn ma
Tartaglia dua ra. Nhu vay cude thi két thic
véi ti 56 30:0, va phan thing tuyét dbi thude
vé Tartaglia.

Quyét dinh buéc ngodt

Tin tiic dugc truyén di, lam chén dong ca thé
gidi todn hoc. O thanh phd Milan, ¢6 mot
nguoi ding ngdi khong yén, do l1a Gerolamo
Cardano (1501 1576). Ong khong chi 1a thay
thudc ndi tiéng khap Chau Au, ma con 1a nha
toan hoc tai ba, day todn va c¢6 nhiéu cong
trinh nghién ctiu vé todn hoc. Ong chuyén tim
nghién cttu phuong trinh bac 3 nhung chua
c6 két qua. Khi nghe tin Tartaglia gidi dudc
phlrcing trinh bac 3 thi 6ng rit néng long mubn
biét phuong phap ma Tar taglia dang nim git.
Tuy nhién mong mubn nay ctia Cardano da bi
Tartaglia ti chdi.

Thoi diém nay, Tartaglia da ndi tleng khap
Chau Au, nhung 6 ong lai khong mudn cong bd
rong rai cong trinh ctia minh. Trudc thai do
chén tinh ctia Cardano, dong thai mudn c6 su
tng ho ctia Cardano cho cdng viéc ctia minh
¢ Milan, nam 1539 Tartaglia da dong y truyén
lai nhitng bi quyét cia minh cho Cardano véi
diéu kién phai git kin 16i giai nay. Tuy nhién,
sau do Cardano tim thiy nhiing tai liéu viét
tay cta Ferro, cho thdy Ferro da tim ra 15i
gidi trude Tartaglia khoang 20 nim. Cung véi
nerng két qua nghlen cuu riéng, Cardano hiéu
rang minh dang nim trong tay “vi khi” co
thé lam rung chuyén ca Chéau Au. Ong dua
ra quyét dinh quan trong: cong bd 18i gii tron
ven cho cau héi 16n da duge dit ra tir 1au “Co
hay khong cong thiic tuong tu nhu cong thiic
nghiém ciia phicong trinh bdc 2 dé’ gidgi moi
phucong trinh bdc 3?7
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Sau 5 nam mét mai lam viéc, cuon Ars

Magna ra doi.

Ars Magna (Nghé thudt vi dai)

Cardano viét vé rit nhidu chii dé: y hoc, thién
vin hoc, chiém tinh hoc, triét hoc, toan hoc
va nhiéu linh vuc khdc. Ars Magna 1a quyén
thi 10 trong chudi cdc du 4n sich ma oOng
dinh viét vé cic linh vuc Sé hoc, Pai s6 va
Hinh hoc, va khong nghi ngd gi nita, dé 1a tic
pham diing dau trong toan bd nhiing tic phim
ctia Cardano.

HIERONYMI CAR
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The title page of the Ars Magna

Trén trang bia cua Ars Magna chi c6 tén cuia
Cardano, nhu’ng vé thyc chét thi tic phédm la
cOng sic clia bbn ngudi. Hai cdi tén khong
the thiéu 1a Scipione del Ferro va Niccold
Tartaglia, nhiing ngudi da ¢6 nhiing phat hién
€ ban cho viéc gidi mot, hodc cé thé 1a
hai, trong s6 mudi ba dang ciia phudng trinh

bic 3. Mot ngusi khdac 1a Lodovico Ferrari
(1522-1565), mét hoc tro thi ning va cling
la cong su cia Cardano, ngudi da cé cong
trong viéc phdt hién ra céch giai phudng trinh
béc 4, van dang dudc sit dung dén ngay nay.
Ngu’cil thit tu, duong nhién 1a tac gla ctia cudn
sdch. Ong chinh 1a ngudi phat trién 16i giai ma
ong nhan dudc tir Ferro va Tartaglia, dé tit do
sdng tao ra 1y thuyét téng qudt bao gdm moi
truong hop riéng. Lai gidi cho céc triong hop
nay dudc Cardano trinh bay sudt tir chuong 11
dén chuong 23 clia Ars Magna Cu thé, 6ng da
dua ra mot danh sdch ti mi gdm musi ba dang
phuong trinh véi hé s6 duong nhu

x mx = ,

i +mx? = n,

X :mxz—i-n,..

do thiéu nhiing ky hiéu dai sb hiéu qua v suf
cin thlet phéi tich riéng 1ap luén cho sb 4m
va s6 duang Tir cach giai nhitng trudng hop
ueng, va bién doi d€ dua phuong trinh béc 3
tong quét vé nhiing truong hgp nay, Cardano
da thu dudc phuong phép giai perdng trinh
bac 3 tdng quét. Nhiing chuong cubi cia cudn
sach dude danh dé trinh bay cach giai phudng
trinh bac 4 cda Ferrari. Theo d6 phuong trinh
bic 4 dugc gidi thong qua phuong trinh bac
3. Nhu vay, Ars Magna 1a cudn sach diu tién
cong bd nhiing nguyén 1y gidi phuong trinh
bac 3 va phuong trinh bic 4, ma nghiém dugc
bi€u dién dudi dang cin thiic theo cich tuong
tu nhu phuong trinh béc 2 da biét tir 1au.

Cardano con trinh bay cdc tinh chit cda
phuang trinh tong quét, chang han, méi quan
hé gitra nghiém va hé sd, quy tic vé diu hay vi
tri ciia nghiém. Cardano 1a ngudi diu tién dua
ra khai niém nghiém boi va cung la nguoi phat
trién mot cach co y thic vé tim quan trong
ctia nghiém am. bic biét, Cardano nhén thay
10 Ting S ton tai cia nghiém phitc ma lic dé
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Ong goi la “sy phlIc tap tu nhién”, xuét hién
nhu mét hé qué can thiét ctia nhtmg cong thuc.
Ong di khong ldng tranh ching, hay gat chiing
sang bén nhu cac tdc gia trude do thudng lam,
ma tréi lai, da xdy dyng nhiing vi du dé gidi
quyét nhiing bai toan véi nghiém #o. Nhiing
y tudng nay sau d6 duge cdc nha todn hoc ké
thira d€ sang tao ra ngdn ngli dai s6 téng quat
va hiéu qua hon.

Gerolamo Cardano

Cudc tranh cdi Ion trong lich st
todan hoc

Ngay sau khi ra ddi, cudn Ars Magna dudc cic
nha todn hoc cling thai véi Cardano hét stic ca
ngdi va coi la mot dot pha trong linh vye toan
hoc. Bén canh d6, cubn sich con tré nén ndi
tiéng vi 1a nguyén nhén tryc tiép ciia mot cude
tranh cai ndy Itta gitta Cardano va Tartaglia.
Tartaglia da buc toi Cardano khong ton trong

161 hita khi cong bd trong Ars Magna céch gidi
cta phuong trinh dang

x3+mx:n (1)

ma ong da chi cho Cardano. Mic du Car-
dano khing dinh ring phat hién cla Ferro
dugc sao chép lai, vd nhin manh kha
nhiéu l4n ring Tartaglia 13 ngudi dong phat
hién ra cach giai phudng trinh (1), nhung

khi cudn sich dugc xuét ban, Tartaglia da [

vd clng gidn dit. Ong chi trich Cardano
nhu mot ké phan boi. Pap tra lai, Fer-
rari thay mit thidy cia minh thich thiic
Tartalia tranh luin vé bét ci chi dé khoa hoc
nao. Cé nhiéu tai liéu md ta rit khac nhau
vé két qua cudc tranh cai kéo dai nhiéu nim
nay. C6 séch thi ghi lai rdng trong cudc tranh
luan Tartaglia da thanh cong va Cardano phdi
thira nhan 16i giai nay la ctua Tartaglia. Tuy
nhién phin 16n tai liéu cho ring Ferrari 1a
ngudi chién thing, va Tartaglia chiu thit bai
cay ding.

Cho du két qua clia cudc tranh c¢di ndy nhu thé
nao chang nita, thi 16i giai cho phuong trinh
(1) duge luu truyén dén ngay nay dudi tén
goi la cong thifc Cardano-Tartaglia (ma ding
hon nita phai la cong thic Cardano-Tartaglia-

Ferro):
c/i’l H?
o /
{./ / HI

Ars Magna trd thanh cudn sich kinh dién
vé phuong trinh dai s& va ludn dude xem la
mot cdt mbe trong lich st Todn hoc. Cling
voi Copernicus, De Revolutionibus Orbium
Coelestium (1543) va Vesalius, De Fabrica
Humani Corporis (1543), né duge danh gia
la mot trong ba kiét tac khoa hoc dudc tao ra
trong thai Phuc hung.

44 Tap chi Pi

Tap 186 6 Thang 6. 2017

IMO - DOl CHUYEN HAU TRUONG

Nguyén Khdc Minh

Trong phan viét dudi day, Hoi dong qudc t& dugc viét tit bang tiéng Anh

la Jury.

Chuyén thir nhét: Bai todin ciing
c6 s6 (phdn)?

Chuyén xay ra tai IMO 2015.

Nim 4y, khi xem xét cdc bai todn & phan mon
Pai s6 trong Short List d& binh chon bai dé
va bai trung binh, c6 mot bai toan “bi” mot
s0 Truéng doan dé nghi loai khoi Short List
vi d€ qud, lai chang ¢ ¥ gi hay ho. Thé rdi,
qua biéu quyét, bai iy dudc git lai. Tiép theo,
bai todn Ay lai thfmg clt & vong chon bai dé.
N6i cich khac, “han” dudc binh chon i bai
dé clia phan mon Pai sb. Tudng “hin” dudc
thé 14 odch 18m réi; nao ngd, “han” lai dudgc
tdi dé xuit khi bau chon bai trung binh cia
phin mon. Va rdi, “han” ... lai thiang ctf; ma
6 hiép (round) chung két “han” con thing “déi
thu” véi (i s6 cach biét nita chit (55/36). Thiang
10i vé vang nay da dua “hdn” sém chinh thic
trd thanh mot bai todn trong dé thi, vi trong
4 bai dé va trung binh ctia dé thi phdi c6 mot
bai dai s6 (xem phdn mét clia bai viét nay —

NKM). La hon nifa, khi bau chon cip bai dé
tir C2 = 6 ciip co thé, 3 cip c6 chita “han” 1an
lugt bi out & 3 hiép diu. Thé 14, chang nhiing
“han” “chui” dudc vao dé thi, ma con vao véi
tu cach bai trung binh.

Trong cudc sdng, khi giip nhitng chuyén kho
ly gidi, ngusi ta thudng néi “né la cdi sb
gidi”. Theo cdi logic nay thi ctt nhu “gici”
sinh ra “han” dé 1am bai todn thi, tim quc té!
“Hin” ung dung dgi ngiy ra mit si td khap
ndm Chau.

Thi doang mdt cdi, mot diéu vé cling hy hitu
da xdy ra, vao phat 89. Con nhd, hom do
la ngay thi thi nhat. Sau khi cdc thi sinh da
yén vi trong phong thi khodng 2 tiéng, tat ca
nhitng ngudi tham gia soan thdo dé thi dugc
Ban t8 chic (BTC) chd di xem voi; khodng
5h chiéu (gid dia phuong) thi vé. Vira budc
xubng xe 6 t6, moi ngudi nhian dudc “lénh”
viio ngay phong hop dé hop Jury gip. Ai niy
ngd ngic, ching hiéu c6 chuyén gi. Cude hop
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bat dau va éng Chi tich Jury tuyén bd dé thi
ngay hom sau, do so sudt clia BTC, da dugc
phat cho mgt s6 Phé trudng doan! Chodng!

86 la, trong nhiéu nim gin day, tai IMO ¢6

di “1&” phat dé thi cho cdc Phé trudng doan,
sau khi thi sinh di bit ddu 1am bai khoang 30
phut d€ moi ngLr(n “thi stic” véi dé thi, néu
mudn. Do bit cin clia bd phan déng goi dé
thi nén mot sé dé thi ngay thit hai lac vao bi
chita dé thi ngay thi nhat danh cho céc Pho
trudng doan.

Du thei gian d€ khéc phuc su cb rit eo hep,
Jury van cit pha1 di€ém qua céc gidi phap,
rdi ding biéu quyét dé chon giai phép dugc da
s6 tdn thanh (do trong Quy ché IMO khong
hé c6 didu khodn vé phuong an xi ly su
cd kiéu nay). Va giai phdp dugc lua chon Ia
thay dé thi cua ngay thit hai biang mot dé thi

i. “Han” nim trong cdi dé thi ngay thi hai
“dmh ménh” dy.

Bai todn ciing ¢6 s6 (phan)?

Biéu quyét thay d@é thi ngay thit hai tai
IMO 2015

Chuyén thi hai: Béc sén IMO.

Mot trong cdc nguyén tic cung ctia cac phién
hop Jury la ddm bdo tinh khéch quan, dan chu.
Bdi thé, Chu tich Jury, trong cong tac didu

hanh cdc phién hop, luén khong 1am bt cu
diéu gi tao ra cdm gidc can thiép vao cdc vin
dé chuyén mon trong cong tac soan thao de
thi. Trong cdc cudc thio ludn chuyen mon,
Chu tich Jury chi déng vai trd ngudi cAm chich
vé thoi glan thdo luén (mot cong viée hét siic
nang né vi nhiing ngudi lam todn cé thé “caj
nhau” v& mét bai todn tir sang dén tbi va két
luan cubi cung la ai ciing diing) va diéu hanh
viéc biéu quyét. Moi vin dé chuyén mén trong
cong tdc soan thao dé thi déu dugc quyét dinh
thong qua biéu quyét. Gi gi gl gi, cdi gi cing
biéu quyét. Biéu quyet viéc ding thao luin
hay thdo luén tiép v& mot bai toan hodc mot
cap bai toan nao do. Biéu quyét chdt danh
sach cdc bai toan hodc cdc cidp bai todn sé
dudc biu quyét dé chon ra mot bai toan hoic
mot cdp bai toan. Bi€u quyét sé lugng bai todn
hodc cap bai todn sé bi loai ra sau mbi vong
biéu quyet . Tham chi, bleu quyét dé quyet
dinh vin dé nao dé ¢6 cin bidu quyét hay
khéng, hay chi can v tay. Moi phién hop c6
t6i hon chuc 1an bicu quyét 13 “chuyen thudng
ngay 6 huyen” tai cic IMO. Vi thé, khong it
nguoi néi vui ring “biéu quyét 13 mét dic san
ctia IMO”!

Tai IMO 2016, t6 chiic 6 Hong Kong, Chi tich
Jury 1a mot gido su Todn, ngudi da tiing gitt
cuong vi Chu tich Jury ctia IMO 1994, cung
16 chifc tai Hong Kong. Nhiéu ngudi hiéu ring
viéc dé nghij ong dam trach vi tri Chii tich Jur y
IMO 2016 1a mét viéc lam nhiim thé hién su
tén vinh dbi véi ong Bai ong tudi di cao, siic
khoe khong that t6t (6ng cén ngll’dl dd mdi khi
Ién xudng cdc bac thang). Vi thé, dé cong téc
diéu hanh cdc phlen hop Jury duge thuc hién
sudn sé, Ban 6 chitc IMO 2016 bé tri cho 6 ong
mot trg ly, mot chang sinh vién dai hoc nidm
thit hai, nguoi da tiing tham gia IMO véi tu
cdch thi sinh clia Poan Hong Kong. Viée diéu
hanh céc phién hop Jury tai IMO 2016 gan
nhu do ban sinh vién nay thuc hién. Do vy,
¢6 nhitng van dé phi chuyén mén, mé théng
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thuong Chii tich Jury c6 thé toan quyén quyét
dinh, ciing dudc biu quyét. Moi ngusi dude
“thudng thiic” qua no né moén dic san tai IMO
2016.

Con nhd, hom do, sau khi di chon xong bai d&
va bai trung binh ctia phan moén Hinh hoc thi
con nita tiéng nita méi dén giv in trua (theo
thoi gian bi€u). Vin d& dit ra 1a nghi sém hay
tiép tuc hop, vi 30 phiit 1a khoéng thai gian
khong du da gi cho viéc chon dugc bai dé &
phan mon tiép theo (phan mon $6 hoc). Binh
thu'dng, van dé nay hoan toan do Chu tich Jury
can nhic va quyét dinh. Tuy nhién, anh ban
sinh vién diéu hanh phién hop khong du tu tin
d€ dua ra quyet dinh. Thé 1a phai biéu quyét.
Biéu quyet chét danh séich céc phu‘dng an sé
biéu quyét dé chon ra mot. Bi€u quyét viéc
chon ngay mot phuong 4n sau lan biéu quyet
ddu tién hay phai qua nhiéu vong biéu quyét

| (jffi?;(ﬁ?i._.}.é'lf-imi"i 18
210N ends wm N

2. After choo “”“(3!

| Choosmg medium Hi
3 After choosi

dé€ loai dan dan,...Danh sich céc phuong dn
dugc chét lai, thong qua biéu quyét, bao gom:

S€ dn trua:

1. Vao 12h30 hodc sau khi viéc thio luén
cac bai todn clia phan moén S8 hoc két
thiic, tiy vao diéu nao xdy ra trudc.

2. Sau khi chon xong bai dé ciia phan mén

S6 hoc va trudc khi chon bai trung binh
ctia phan mdn S hoc.

3. Sau khi chon xong ¢4 bai dé va bai trung
binh ctia phan mén Sé hoc.
4. Vao lic nao ciing dugc.

Sau khi biéu quyet chon duge mot phuong
an thi dong hé chi 12h25. Va thé 1a moi
ngudi vo tay quyét dinh di dn trua ma khong
tuén thu phu’dng an da dugc chon thong qua
biéu quyét!

hen NT
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Ha cdnh an toan
hoat déng STEM thu vi

Bdng Van Son - Nguyén Thi T6 Khuyén!

Lam thé nao d€ mdt qua triing c6 thé ha canh an toan khi dudc tha roi tir
mot do cao nao d6 la hoat dong tréi nghiém STEM rét phé bién va th
vi ma hau hét hoc sinh cdc nude déu lam thi, Vay trong hoat dong trﬁli
nghi€ém nay, hoc sinh hoc dugc nhitng gi? Céc kién thdc lién quan den
céc chit S-T-E-M ndm ¢ dau. Bai viét nay & gitp cdc thiy ¢o bién hoat
dong thu vi nay thanh cic bai hoc bé ich cho hoc sinh ctia minh.

BOi cdnh

DE dan dat vao hoat dong, cdc thiy c6 ¢6 thé
tao bdi canh thuc tién dén dén nhu ciu cin
thyc hién hoat dong ndy. Vi du: Khi c4c con
tau vii try quay trd lai Trai DAt sau khi da hoan
thanh nhiém vu thudng sé gip khé khin trong
khi tiép dét. Vay lam thé nao dé cic nha du
hanh vi try ¢6 thé quay tré vé& Trai Pét an
toan. Trong hoat dong nay, hoc sinh sé phai
thiét ké hé théng mo phong sy ha canh an toan
ctia cdc nha du hanh vii try thong qua viée
thiét k&, ché tao mot hé théng ma c6 thé tha
mot hay nhi€u qua tring tir do cao nhét dinh
xudng mit dat ma vin an toan.

: Hoc vién Sdng tao §3

Nguyén liéu:

Nguyén vat liéu trong hoat dong nay c6 thé
khac nhau tuy thude vao muc tiéu ma gido
vién dua ra, tuy nhién mét sé vat lidu thiét
yéu goém: Triing sdng (sb lugng tir 1 dén 5 qué,
thry thude s6 1an thit nghiém duge phép), gidy
bio, day budc, bing dinh, bong bay, bia ciing,
kéo....

S6 lugng nguyén vt liéu trong hoat dong nay
thuong s€ bi gidi han tuy theo yéu cau cia hoat
dong, vi dy yéu clu vé do cao khi th triing
khdc nhau tit 1m, 2m hay 5m thi s6 lugng va
chung loai nguyén vt liéu ciing sé khac nhau.
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Muc fiéu:

Trong hoat dong nay, ¢ rit nhidu muyc tiéu
ma gido vién hay ngudi huéng dan c¢6 thé dit
ra cho hoc sinh, vi du:

Muc tiéu cao nhat: V&i muc tiéu nay, hoc sinh
duge yéu cau thiét ké hé théng dd qua tring
sao cho khi tha trén d6 cao cao nhit ma tring
khong v6. P cao cao nhit ¢6 thé cin cit vio
tAng cao nhét clia toa nha.

Muc tiéu tiét kiém nhat: V&i myc tiéu nay, hoc
sinh s¢ phéi thuc hién nhiém vy thiét ké mot
h¢ thong dd tring dé€ tha tir d cao nhit dinh
ma khong vd véi mot chi phi thp nhét.

Muc tiéu dep nhat: Myc tiéu nay mang tinh
tuong doi vi rit khé dénh gi4, tuy nhién day
¢6 the 1a muyc tiéu md rong ciia hai muc
ti€u trén.

Con nhiéu cic muc tiéu khéc c6 thé dit ra cho
hoc sinh thuc hién, thy thude vao didu kién
thuc té vé co s6 vat chét cla trudng hodc khu
vuc sinh s6ng. Vi du, ¢6 thé thiét k& dudc hé
thdng béo vé& dugc nhiéu hon mot qua tring,
hay thiét ké h¢ théng v6i thé tich nhé nhét.

Hoat déng:

Xuét phat tir yéu cdu cin thiét ké, ché tao,
khédo sat mot mo hinh dé thit nghiém viéc ha
canh an toan cho cic cdc qua tring tir do cao
nhat dinh, gido vién c6 the huéng dan hoc sinh
tim hi€u cdc vén dé sau:

— Nguyén nhan nao Iim cho qua tring bi vo
khi rai tir trén cao xubng dit?

— Moi lign hé giita chidu cao tha tring, khoi
lugng tritng va dd 16n lue do Miit Pét tac dung
I€n qua tring khi cham dét nhu thé nao?

~Lam thé nao dé bio vé duge cic qua triing?

Thiét ké:

Tl cdc van dé néu trén, gido vién 6 thé thidt
ke cdc hoat dong nhu sau:

— Tim hiéu ciu tao qué tritng va phan tich s
thay doi bén trong ciia qua triing trong qud
trinh roi. T dé dy dodn cdc nguyén nhan tai
$a0 qud triing sé vd khi cham dit.

— Tim céch xdc dinh d6 16n ctia Ic ma mit dét
tac dung Ién qua triing khi qua triing cham dit
sau khi roi tir cdc d6 cao khdc nhau va vé dd
thi (C6 the sif dung qué béng c6 khéi lugng,
cau tao, hinh dang tuong ty qui triing dé tranh
lang phi).

— Sau khi da dy dodn dugc nguyén nhin va
dua ra y twéng béo vé qué tring nhu ché tao
thiét bi mang tring dé gidm dudge tée do roi
clia qua triing hay st dung thém céc vat liéu
boc qué tring hodic cdc cdu tric dung dudge
qud tring dé giam bét Iuc tac dung 18n chinh
qua tring khi tiép dit. Sau khi quyét dinh nhu
cau ctia nhém minh, d6 1a giam toc dd roi clia
qua triing hay thém dung cu bao v€, hoc sinh
s€ thiét k& mo hinh ciia nhém. Hoc sinh sé lua
chon cdc vat liéu duge gido vién cung cip. Tuy
nhién, gidgo vién c6 thé dinh sin gid tri céc loai
vat liéu va yéu cau hoc sinh ché tao dung cu
dam bdo yéu ciu (tring khong vd) va c6 chi
phi ré nhat. Sau day la vi du vé& mot bang vat
liéu da bao gom gid tién tuong ing.

Don gia
STT Vit tu Donvi | (VND) Ghi cha
1 Bong bay Qua 20.000
2 | Giflydaning | To 5.000
3 | Onghitlén | cai | 9.000
4 | Onghitnhs | cai | 5.000
5 Day chun Cai 2.000
6 Cée gidy Cii 15.000
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| DPon gia
i 18 STT Vit tu Donvi | (VND) | Ghichi
i
1 | ) Gidy A4 Tos 15.000
! 8 Gify bia A4 Ty 55.000
x
_ 9 Gidy bio Tos 30.000
: ( 4 Kich thie:
(1 10 | Biacdc-tong | Tim | 40.000 | gin biing A3
e 11 Diia Chiéc | 10.000
Chiéu dai
12 Day Boan 10.000 50em
Chiéu dai
13 Bing dinh Poan 10.000 50cm
Kéo Ok Buge muagn
Pudc cung
Tring Ok clp 2 qua

Th& nghiém

Mot thiét ké'thit nghiém cho mé hinh thd
triing cuia gido vién

Mot s6 thiét ké do hoc sinh Viét Nam va hoc
sinh nudce ngoai lam.

Phdn tich cdc kién thac lién
quan:
— Khoa hoc

Tay theo dbi tugng hoc sinh, gido vién c6 thé
phan tich cac khdi niém mé men, lyc can, 4p
sudt, khéi lugng, thé nang, dong nang theo cic
muic do khac nhau.

Vi du: Hoc sinh khao sét anh hudng ctia khi
lugng hodc do cao t6i luc va cham dé€ tim ra
khodng cdch cao nhat ma quéi tring khong
bi V3.

Vi du: Tim hiéu vé céu tao va cdch sit dung
sensor do luc d€ thu gid tri cta luc khi tha
roi tring. O mic do thip, hoc sinh ¢6 thé thu
duge két qui khi thd cang nhiéu qua tring
hodc tir d§ cao cang 16n thi luc do Trai Dét
tdc dung lén qua tring cang 16n. O mic do
cao hon, hoc sinh ¢6 thé tim duge méi lién hé
theo biéu thiic khoa hoc (théng qua viée fit
ham do thi) gitta cdc dai lugng do.

— Ki thuat

Hoc sinh s€ dudc 1am quen véi cdc quy trinh
thiét ké ki thudt tir xdc dinh nhu cAu (gid qua
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tring khong vd khi cham dit), thiét ké he
théng tha triing, thit nghiém, thiét k& lai va thit
nghiém qua nhiéu lan d€ di dén phuong én tHi

‘uu. Sau khi ¢6 dugc thiét ké t6i wu, hoc sinh

s& phai viét ban bdo cdo qud trinh thiét k& vi
phan tich nhng diém manh va yéu clia tiing
1an thiét ké va 1y do phéi thiét ké lai.

— Cong nghé

Sau toan bo qua trinh hoc tip, hoc sinh ¢6
thé khai qudt va dua ra mét quy trinh hoan
chinh (cong nghé) sin xuét cic dung cy c6
th€ chita va béo vé tring tir cdc do cao khic
nhau. Ngoai ra, gido vién ¢ thé lién hé (Gi
cong nghlep san xuit 6 to ngay nay nhu cdc
co ché bdo vé UG trén xe 6 t0 biing cic tii
khi khi giip su cb.

— Toan hoc

Tuy vao dbi tugng hoc sinh, mtic do todn hoc
dugc phat trién khdc nhau. Déi véi hoc sinh
ti€u hoc, hoc sinh ¢6 thé trai nghiém cach do
dac d6 cao, hoc vé don vi do chidu dai. Déi
Vi hoc sinh trung hoc cd s6, ¢6 thé phan tich

sdu & viéc vé do thi. Déi vai hoc sinh trung
hoc phé thong, su do dac, tinh todn dé kiém
nghiém dinh luit bao toan nang lugng hay
viée tim cdch do dude luc tic dung 1én qua
triing khi r6i ciing c6 thé hép dan khi phéan
tich. Ngoal ra, hoc sinh c6 thé vé duge d6 thi
ham s gitta do cao ciia vét va thoi gian roi, t
do, suy ra cac dai lugng déc trung cua vit roi
tu do.

Két luén:

Dua vao bdi canh ctia hoat dong STEM nay,
gido vién ¢ thé thiét ké thém rit nhiéu tiét hoc
trai nghlem hodc cdc tiét hoc chuyén dé lién
quan dén cdc hoat dong tha tring nay. Nhiing
gi viét trong bai nay chi mang tinh goi mé n,ho
gido vién va hoc sinh, cic hoat dong nay neu
bién thanh hoat dong hoc tap thi gido vién cin
dua ra cac myc tiéu cu thé cho ting bai hoc r6i
tir d6 thiét ké cdc hoat dong lién quan dén bai
hoc. Hi vong, gai y nay sé gitp ich cic thiy co
gido va nhing nguoi quan tdm dén gido duc
STEM.

Thiét ké do hoc sinh Viét Nam va hoc sinh nude ngodi lam
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THE NAO LA MOT NGAY?

Ngay va dém la hién tugng ty nhién quen
thudc c6 nguyén nhan tir chuyén dong tu quay
clia Trai Dat. Thoi diém bat dau clia mot ngay
la khéc nhau tiy theo cdc nén viin héa. Theo
nhén thic thuong thi ngay tinh t lac Mt Troi
moc. Tuy nhién, thoi diém nay lai khic nhau
thy theo vi tri trén Trai Dét va thoi gian trong
nim, dan dén thai diém gitta ngay khong nhit
dinh 1a vao ban ngay hodc ban dém. Vi thé,
ngay nay lich déu chon niia dém la thoi diém
dau ctia mdi ngay ddn si thong thudng.

Viéc xac dinh vi tri cua Mat Troi luc gita
trua tit nhién s& tryc tiép va chinh xdc hon
ltic nita dém. Vi thé céc nha thién viin sit dung
ngay thién vin bat dau vao gitta trua. Didu nay
cling tién cho viéc ghi chép quan tric khi toan
bd budi quan sat ban dém nim gon trong mot
ngay thién vin. Tuy nhién, vi su bt tién do sai
1éch v6i ngay dan sy va sy phat trién clia cdc
phuong phéap do dac thoi gian chinh xéc, ngay
nay moc gilta trua nay da khong con duge
st dung.

Thay vao do, mot don vi do thai gian hién
duge ding phd bién trong thién viin hoc la

Pham Vu Léc

ngay Julius da duge xdy dung trén tdp quan
nay. N6 dude dinh nghia la s6 ngay (kéem gio
phuit gidy dudi dang thap phan) ké tit thoi di€m
gitta trua ngay 1/1 ndm 4731 TCN. Thai diém
nay dudc chon vi né xua hon bat ké su kién
lich sit nao ctia nhan loai va 1a diém bat dau
cua ca ba chu ky: chu ky Thdp ngii (indiction
- dai 15 ndm, chu ky ghi chép dung ¢ La Ma
6 dai), chu ky Mqt Troi (dai 28 ndm - chu ky
dé€ ngay thang trong nim khdp vdi thd trong
tuan theo lich Julius') va chu ky Meton (dai
19 ndm - bdi chung nho nhit ctia chu ky nam
chi tuyén va tuén tring, xin xem Pi 56 4.2017).
Bdi chung nhé nhit ctia ba chu ky nay 1a chu
ky Julius dai 7980 nam. Ngay Julius tré nén
thuén tién cho cac nha thién van vi né quy moi
st kién thién viin dugc ghi chép bing céc hé
thong lich khic nhau vé mdt hé théng ngay
duy nhit. Vi du, thai diém phat hién ra séng
hép din la 9:50:45 UTC ngay 14/9/2015 ¢6
gid tri ngay Julius la 2457279,91024.

Ta ¢6 thé coi trong mot ngay Mit Trdi quay
trén mot vi tuyén trdi trén thién cau tir Dong
sang Tay. Hai thai diém giita trua vi nira dém

L' Xem Pi 56 4.2017. Theo lich Julius, 4 ném lai nhudn 1 ngay, sau 7 ldn thi 7 ngay nhudn sé idn luot la cdc thit

trong tudn.
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14 hai lan Mit Troi di qua kinh tuyén troi tai
hai diém goi la trung thién. Mat Tréi tai diém

B 6 cao do (do cao so v8i mit dat) cao hon thi

1 gitfa trua — goi 1a trung thién trén, tai diém
¢6 cao do thip hon thi la niia dém — goi 1a
trung thién dudi. D€ dé hinh dung, trung thién
trén c6 cao dd duong thi Mt Troi gita trua &
trén chan trdi, trung thién dudi cé cao dd6 am
thi Mat Troi Iic nia dém lin dudi chin troi
(Hinh 1). Tuy nhién, ¢ nhitng vi d6 cao, ca
hai trung thién c6 thé ¢é cao do cling ducng
hay am, tic la hién tugng ngay tring va dém
trﬁng ¢ cac vung cyc (xem lai bai toan & Pi s
1.2017).

Thién dinh

Thién, .
cye bac v

. thién

\
Di a\\

Xich dao tron e N

Thién cyc
nam

Hinh 1

Thoi gian dé Mt Troi quay trd lai trung thién
trén goi 1a ngay meit troi thue (NMTT). NMTT
dai ngan khong déu trong nim, ngudi ta goi
gid tri trung binh cda no 1a ngay mdt troi
trung binh (NMTTB). Pay chinh 12 khai niém
“ngay” theo cdch hiéu thong thudng, dai 24
810. Trdi Dat quay tir Tay sang Dong diing mét
vong hét mot ngay sao. Mit Trdi di chuyén
trén Hoang dao tir Tay sang Pong mdi vong
het mét ndm sao . Nén néu tinh tt giita trua,
sau mot ngay sao®, Trai Dét phai quay thém
mot chuit dé Mt Troi lai 6i trung thién (Hinh
2). Ta ¢6 phuong trinh:

* .
5a0 moc

12:00:00

11:56:04 12:00:00

J 3 56

23h 56’ 04"
ngay sao

e 24l
ngay mit trot trung binh

Hinh 2

1 | 1
ngay sao  niamsao NMTTB

. 1 1!
= 2 < = S —
ngay sao (365,24219+ I) X 24h

= 23h56m4,09s.

Gia st ¢c6 mot mit trdi 4o di chuyén déu trén
Xich dao troi tit Dong sang Ty v6i chu ky mot
nam sao, goi la mat trdi trung binh (MTTB).
Ct sau mot NMTTB thi MTTB lai trd lai
trung thién trén vao gitta trua. SG di NMTT
dai ngin khéng déu, hay 1a trong mot ngay
Mit Tréi dén trung thién sém hay mudn hon
MTTB, la do c6 hai yéu t6 dnh hudng dén vi
tri cua Mat Trdi theo phuong Pong Tay (doc
theo Xich dao troi, chinh la phuong quay ctia
Trai Dat).

Thi nhat 1a vi dia truc nghiéng nén Hoang
dao 1éch véi Xich dao tréi goc 23,44°, khién
van ¢ tuong déi cia Mit Troi trén Hoang
dao so vdi Xich dao trdi, sé ¢6 dang hinh sin

I g £ UAETE s i " A 17 o Gy A T ; i
1{!7111 fuyén troi la hinh chiéu lén thién cdu cita kinh tuyén Tidi Ddt tai noi quan sdt. Do do, nhin tiv mgit ddt, né di
1t hitdng Beéie qua thién dinh xuéng hudng Nam, con goi la dwong TV Ngo, hay trung tuyén troi.

7Y : . . N
Vi dita vao mét sao lam méc trén nén tro.
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v6i chu ky ntta nim. Khi Mit Troi & hai ngay
Chi thi huéng di cda né song song vdi Xich
dao, van theo phuong Pong Tay 16n nhét. Khi
Mat Trdi & hai ngay Phén thi hudng di cua
no nghiéng 23,44° véi Xich dao, van tbc theo
phuong Dong Tay nhé nhét (Hinh 3). Nhu viy
néu coi nhut hinh chiéu ciia Mt Trosi thuc 1én
Xich dao troi tring véi MTTB & diém Xuan
phén (khi n6 di chdm nhat), thi sau dé né sé
di nhanh dan va dudi kip va vuct qua MTTB
tai diém Ha chi (khi né di nhanh nhit). Tiép
tuc, no s€ di chdm lai va bi MTTB dudi kip tai
diém Thu phén. Nhu vay, do chénh 1éch gitta
NMTT va NMTTB ¢6 dang hinh sin v6i chu
ky nita niam va bing 0 tai bén didm Phan v
Chi (Hinh 4).

'
%

- XI\:i\d,N Lo 1 g Bang

*
7 Thu Ha Xuin N oy
SRR TY o phin chi phdn T-e
Xich kinh
Chuyén ding Mt Tréd trén Hoang dao trong mjt nam

L2 Nichwrep L

Hinh 3

s

1 NM T

>

s phin i ki

Thil 1h2 1 b4 IS X L) 1 12
20 il :\ 1 AI ij I\.T_I ThX Th' Il.ll:_lhl Wi

0 100

Shnzis tg ni

Hinh 4

Tht hai 1a vi quy dao Trdi Dat ¢6 do léch tim
khodang 0,0167 nén vin tbc quay quanh Mit
Troi cta n6 (cung 1a van téc Mit Troi trén
Hoang dao) ciing khéng déu ma bién déi theo
khodng cdch Trdi Dat t6i Mat Troi (dinh Tudt
Kepler II), nhanh nhét tai diém can nhat va
chim nhat tai diém vién nhat (Hinh 5). Tuong
td nhu trén, do chénh léch gita NMTT va
NMTTB c6 dang hinh sin véi chu ky mot ndm
va bing 0 tai hai diém d6 (Hinh 4).

Tong hop ciia cd hai yéu 5 nay cho ta mot do
thi goi 1a phitong trinh théi gian, cho biét do

Xudn phan ™,
20-21/3 X 3
( ) biem

7 Ha chi % cin
Per22e nhit

3/

o H
/) 147,500,000 km
| D2I00000 M N/~ T
Ig - Bang chi 5
vidn & Q121§
nhdt 3
wn “‘\ Thu phén

e (22-23/9) s
B ERp

Hinh 5

chénh léch gitta NMTT va NMTTB trong ndm
(Hinh 4). Trong mdt nim, Mt Troi di chuyén

trén Hoang dao nén xich vi lén xudng trong
khodng +23,44°. Néu dit truc tung 1a xich
vi, truc hoanh la do chénh léch trén, ta sé
dudc quy tich trong mét nim clia vi tri Mt
Troi trén bau troi (hoiic béng déu coc trén mit
dat) vao giita trua & cling mot ndi, c6 dang
hinh s6 8, goi la nhat hanh tich, hay analemna
(Hinh 6).

Hinh 6

Chu ky ngay trén Trdi DAt [a diéu kién quan
trong cho sy song. Biic xa Mit Trdi manh tao
nén dong thing & xich dao va dong gidang &
vang chi tuyén, 1a nguén gbe cia gié mau
dich. Toc do v quay khong qud nhanh cia
Trdi Pt gitp dong khi nay tiép tuc anh hudng
va phan bo nhiét 6i toan ciu thay vi chi tip
trung & viing nhiét déi. May bdc 1én ciing gitip
giam bt cudng do biic xa manh ciia Mt Troi.
Toc do nay ciing khong qua cham khién dém
khong qud dai dé chénh léch nhiét do ngay
dém khong qud 16n, ddng thai tao ra tu trudng
bao quanh Trdi Dat dé bao vé su séng khéi céc
tia vii try doc hai.

(con tiép)
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Chuyén bac Tém Iam todn

1. Bdc Téom néi chuyén sdn
Rong

Nhiéu ngudi hoi bic Tom (René Thom. nhi
todn hoc Phdp, gidi thudng Fields) vé nghé
lam Todn. Thdy khé néi qud, bdc ben ké
chuyén sin Rong. Chuyén riing, xwa bén
Trung Quéc, ¢6 anh chang hoc nghé di sin.
Anh chéng chju hoc sin hé, sin lon, ma lai
hoc nghé sin Rong! Nghé nay khé 1ém, phai
thuc tap nhiéu. Béi thé nén khi anh ta thao
nghé thi trén thé gian chang con 1y mét con
ROng nao! C6 ngudi hoi: By gicr song bing
nghé 812 Dap: di day nghé sin Réng! Bic Tom
n6i: lam Todn nic la di day nghé sin Rong
vay! (thdo nao ching c6 chui Réng nao ddm
bén méng dén nha bac Tom!),

Thé thi, lang nude dau ¢6 can cdi anh sin
Réng’ﬁy. C6 con Rong nita dau ma hoc nghd
sin? Ay chét, ditng voi néi thé. Réng thi ching
con, nhung 6 khi vin phai hoc nghé siin Rdng
day. Néu anh di hoc nghé sin lon thi chic g
da ban dugc hs? Ma hoc nghé sn hé thi chic
81 bin dude voi? Nhung néu di thao nghé sin
Rong thi hé, bdo, su tit, voi,... chic chin déu
SE:m duge tudt! Nay nhé, Réng c6 than nhy c4
Sau, méng vudt nhw hé, diu su ti, &n hién nhu

Chu qudn

tran, vily ma con khong thodt duge tay anh san
Rong, thi ching néi gi dén hé, bdo, voi, tran,
ma sau nay ¢6 “nhan ban” ra con nao nita, anh
ta cang chang so! Thanh ra, da dinh hoc nghé
di sdn thi hay cit hoc nghé sin Rong!

Tl cd séu, hé, su th, wdn,. .. neudi xua “tritu
tugng hoa™ thanh con Rong. Cing nhu thé, tir
thyc tién, ngudi ta triru twgng héa thanh Todn
hoc. Cau chuyén clia bac Tom ma thau tém
dudc cd cdi manh, cdi yéu clia Todn hoc 1a vay.

‘_1!1\\-_! “m!ii!p“‘

René Thom (1923-2002)

Nguén dnh: Internet
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Minh hoa: Tuin Linh

2. Bac Tém fim nhén

Lai ¢6 ngudi hoi khich bac Tom: Méy cdi anh
lam Todn gan dd bia ra nhiing phuong trinh, vi
phdn, tich phan,... gi gi nita nhi, thyc té lam
gi ¢6? Bon ho chi ngdi choi cdi trd choi tri tué
ddy thoi! Bac Tom hoi lai: Nay nhé, néu anh
danh roi cai nhan trong géc nha kho bira bdn,
t6i om, ma lai khong c6 dén, thi anh tim né
¢ dau? Anh chang no ngac nhién: Hoi la nhi,
thi chui vao d6 ma tim chi & dau nita! Bac
T6m cudi: Thé thi c6 khi miy théng trdi van
chua tim ra. C nhu t6i thi t6i s& chay ra dudi
ngon den sdang ma tim viy! Anh chang dugc
mé cudi v3 bung: Méy anh lam Toén gan qua
di mat, biét tong tong tong la nhin roi trong
goc nha kho, ma lai ra dudi dén tim thi c6
ma sudt ddi tim cung khong thay Ay vay ma
cédi anh do (Toan) gdn dd ching dai 1dm dau.
Nay nhé, anh ta cam lay chiéc nhén, dung dudi
ngon dén ma thd cho né roi. Tt nhién 1a tim
lai dudc ngay (& d6 sdng 1dm ma). Ci nhu thé
mudi 1an, hai muoi 1an, mot trim lan,. .. anh
ta phat hién ra quy luat: khi roi thi cdi nhdn
noi chung chay theo hudng ndo. Béi thé lic
vao géc nha kho t6i om, anh ta tim ra ngay
chiéc nhdn. Ma khong chi chiée nhin iy, nha

kho Ay, ma du chiéc nhén khdc, rdi & nha kho
khdc cting t6i om nhu véy, thi déi v6i anh lam
Toan, tim no cling chang kho khén gi!

Céc phuong trinh, cic ly thuyét Toan hoc ciing
nhu ngon deén ctia bac Tom vay. C6 né, ngudi
ta mdi “lam Todn” dudc, tiic 1a mdi tim ra quy
ludt cta su vat. Mudn tré vé dude vé6i thuc
tién thi trudc tién phai biét rdi xa thuc tién, dé
khong con bi che 14p bdi cdi rusm ra, khong
ban chét cda doi thuong. Ba trim nim trudc
bdc Tém, Newton da tiing néi: “Khong co gi
gdn vdi thuce tién hon la mot Ii thuyét dep!”

3. Bdc Tém di vé dau?

Ngudi ta thudng hoi nha Toan hoc: Li thuyét
cua anh ting dung vao déu? Khéng phai lic
nao ciing c6 cu trd 16i. Vao thé ki thi 3 trude
Cong nguyén, néu ai dé hoéi Apolonius riing
nghién ciiu cdc dudng conic (nhin dudgc bing
cdch cit mdt nén bdi mit phing) dé lam gi,
thi chic Apolonius khong tra 15i dudc. Ong
ta chi nghién ctiu cdc dudng conic vi thiy 1a
ching “dep”. Khong chi Apolonius khong thé
trd 16i, ma hon chyc thé ki sau ciing khong ai
tra 16i dudc. Phéi chd dén Kepler va Newton,
tiic 1a 20 thé ki sau, ngudsi ta méi biét ng gia
Apolonius da tiing lam tro chai véi cdc quy
dao chuyén dong clia cdc hanh tinh!

Béc Tom c6 1an néi: dbi vdi nhiing ngudi md
dudng, dirng hoi ho di dau, “guand on sait ou
va, on va pas loin”. Thit thé, néu anh dinh
di dén Thanh phd H6 Chi Minh thi chic Ia
anh cling chi di dén Ca Mau la ciing. Ngay
nhu cdi anh Armstrong, biét minh di dén Mit
trang thi cling chi dén d6 thoi, rdi vé. Con bic
Tom chéng biét minh di dau, nén bic cé thé
di xa hon, dén tdn sao Hoa, hay nhitng mién
dit méi ctia khoa hoc. Va chung ta, du khong
di xa dugc nhu bac Tom, nhung mudn ngiy
mai c6 bdt com ngon, thi ditng qua sbt rudt
néu hém nay chua “ra ngé, ra khoai” gi! Con
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néu mudn “ra ngd, ra khoai” ngay thi c6 khi ca
doi chi biét dn ngd, dn khoai! M6t ngudi ban
ctia bac Tom, 6ng F. Hirzebruch, khi tra 16i
phong vin clia cac nha bdo, trén cucng viA la
Chi tich dau tién ctia Hoi Toan hoc Chau Au,
da n6i: “Ngudi ta thudng hay nhan manh vai
tro ctia Todn hoc trong phét trién cong nghé,
nhung ti nghi ring, sé dén liic cong nghé phat
trién dé gidi phong con ngudi, cho ho thai gian
quay vé véi tho ca, am nhac va Todn hoc”.

Phai ching, Hirzebruch muén am chi ring,
trong Todn hoc c¢6 hai phan: tinh va toan. Néu
nhut tinh rét cn thiét cho cong nghé, thi Todn,
ngoai chifc ning phat trién phin tinh ra, con
g6p phan 1am nén Con Ngudi, ciing giéng nhu
am nhac, ngh¢ thuit va thd ca. Ngay he gop
vai méau chuyén vui, khong dim ban dén su sai
ding! Ma thét ra, dbi véi toan hoc thi “Chén
I 1a gi” van la cau hoi bét tan. Toi rit mudn
dugc n6i vé dé tai d6 trong mot bai viét khéc.

Ldu dai cua nha vua

Ngay xtfa ngay xua, tai mot vuong qubc no,
nha vua c6 y tudng xdy dung mot hé théng
lau dai va tuong thanh. Ong cho goi kién tric
su ctia hoang gia dén va bao:

— Ta mudn xay dung 10 lau dai méi trong
vudng qubce, lién két véi nhau bai nhting bic
tudng thanh viing chic. Cdc biic tudng nay
phéi tao thanh 5 dudng thing ma trén mbi
dudng phéi ¢6 4 1au da.

Ngusi kién tric su trinh 1én dic vua so dd

- thiét ké nhu sau

Phan Thanh Héng va Nguyén Thi Nhung

Ngay Iap tiic nha vua néi:

— Khong duge, khanh nhin xem, theo so dd
nay, lau dai nao ciing c6 thé bi quan dich tiép
can tU bén ngoai. Noi ¢ cla hoang gia cin
dugc bdo vé nghiém ngdt. Khanh hay thiét ké
lai mot so dd méi, tiang i da sb lau dai khéng
thé tiép cén tir bén ngoai, tic la quén dich chi
c6 thé tan cong vao nhtng lau dai d6 sau khi
vugt qua duge nhiing biic tudng vitng chai.

Kién tric su cho riing khong thé nio ma xay
dung dudc tham chi 1 toa lau dai nhu y nha
vua, Cédc ban ¢6 thé giip 6ng iy khéng, nhdé
la céc bide tidng phai tao thanh 5 dudng thing,
trén mdi dudng c6 4 toa lau dii nhé.
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Gidii ddp bai “Tiét kiém nguyén liéu”

(Xem Tap chi Pi Tap 1 56 2, thdang 2.2017)

Theo cdch lam cia 6ng bd, méj chiée thiing
co chi phi nguyén lidu 1a 2.000.000 dong,
toan b 16 hang t6n 200.000.000 ddng tién
nguyén liéu,

Gid sit ta thiét ké cdi thing c6 ba chidu I3
X, 0,2, trong do x <y < z. Ta ¢6:

=1,
C6 thé 1am thing sao cho haj mit lam bing
hgp kim loai 2 ké nhau hosic khdng ké nhau.
1/ Trudng hdp thit nhét: hai miit lam bing hop

kim loai 2 ké nhau,

Xet cic khd ning c6 thé, ta nhan thiy ring,
trong trudng hdp nay, gid nguyén liéu dé [am
méi chiéc thung, 14y don vi 1a 100.000 déng,
s€ la:

512 8(xy+yz) + (xy+ yz 4 2zx)

g 93
=xyz(=+=+423)

2 x y
9..9 .92
=-+24Z
AT

2/ Trudng hop thit hai: hai mét lam bing hop
kim loai 2 khong ké nhau. TAt nhién khi d6 ta
chon hai mit ¢6 kich thude b

Trong trudng hop nay, gis nguyén liéu dé [am
moi chiée thing 1a:

S =8.2xy+ (2xz + 2yz)

8 1 1
= 2xyz(=+ -+ =)
Z y x

Dé thﬁy, taco: S| > §,.
Nhu vay, can thiét ké thing c6 hai mét hgp)
kim dat tién khong k& nhau,

Vén dé duge dua vé bai todn tim gid tri nhg
nhit ctia bidu thie:

8

1

I
Z 0y x
trong d6 x,y,z Ia nhiing s6 thyc duong, thoj
man xyz = 1,

Tich cia ba s6 khong ddi (bing 8) nén téng
cta ching dat gid tri nhd nhat khj chiing
bing nhau:

Nhu vdy, thing tiét kiem nhat 1a thung cé
kich thudgc:

x=0,5;,y=0,5; =4,

trong d6 hai mét ding hop kim dit tién 13 hai
mat dbi dién nhau, véi kich thudc hai chidu.
lax, y.

Tinh todn cy th€ cho thiy, lam theo thiét ké
cua Pi thi gid nguyén lidu méi chiée thiing
la 1.200.000, trong khi véi cich lam cta 6ng.
b6, méi chiée 12 2.000.000. Nhu vay Pi da tiét
kiém cho 6ng bd 80.000.000 ddng.

Nhan xét: Ban Truong Hoang Va (16p 10

2 2(§ £y 1 1 1 s Todn, Trudng THPT Chuyén Tran Hung Dao,
<y x Binh Thuén) ¢6 15i gii dung.
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Chiéc cdn

Mot hom, Bi & nha ban hang gitp bé me. C6
mot khach hang t6i mua 3 kg keo. Bi nhanh
nhen dét can va ldy ra ding 3 kg keo ngot cho
vi khdch.,

“Bi gidi qud, da biét ditng can bdn hang réi
do.” — Ong ctia Bi ni.

Bi thich thi néj vgi dng rang can that 1a don
gifi‘n. Ching ta chi cin 1y mot lugng keo ngot
nhat dinh dit lén dia cin sao cho chiéc kim
chi ding s6 kg cin lay. Nhu hinh trén, c6 3 kg
keo ngot & trén dia can. Tuy nhién, 6ng hdi Bi:
“i}’éu chi dige sip dung mét chiée can thing
bdng, chdu c¢ the' ldy ra ding 3kg keo ngot
trong mgt hgp 24kg keo ngot?”,

1890186 6 Thang 6. 2017

théing bdng

VG Vén Luén

S—

bmsrne®

Thiy méit Bi ngo ngéc nhu chuta biét chiée cén
thing bing nhut thé nio, ong lién giai thich:

“Can thang béng la mot loai can ditng dé’ so
sanh khoi igng hai vét ndng ddt d hai bén dia
cdn. Chiéc cdn chi cho biét vt nao ngng hon,
nhe hon hodc hai vat ngng b(‘}’ng nhau, chi
khong cho biét hai vat nang bao nhiéu kg”.

Bi suy nghi mot lic, réi néi véi ong rang nhu
vy thi chdu cdn mot bén dia can di c6 mét
vat nang 6 khoi lugng diing 3 kg.

“Chdu hay chia s6 keo trong hop thanh nhiing
phan biing nhau”, éng cho Bi 15i khuyén. Bi
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tinh nhim 24 chia 2 dugc 12. 12 chia 2 dudc
6 va 6 chia 2 dugc 3. Moi chuyén da sdng to.

Lan can 1:

Lan cin 2

Lan can 3

Bai todn 1. Chi sit dung bdn qua can 1kg, 2kg,
4kg va 8kg chiing ta c6 thé can duge nhiing vt
¢6 khéi lugng bing bao nhiéu?

Bi thily ring d& can dugc cdc vit ¢6 khéi lugng
khdc nhau, ching ta chi cin xép cdc qué cn
1én mot dia can theo nhiing cdch khic nhau.
Va Bi nhdm dudgc ¢6: 4 +6+4+ 1 = 15 céch.

chi ¢6 thé cin t6i da 3 khéi ludgng khac nhau
(@+b,b+c,c+a), con néu ding cd 3 vit
nang, ching ta c6 thé can duge khoi lugng
- (a+b+c). Nhu vay thi chi c6 thé can tHi da,’]
khoi lugng khéc nhau trong khi ¢6 t6i 13 khéi
lugng khac nhau tit 1kg t6i 13kg. Ong nhic

bit 1 qua can: C6 4 cich: 1kg, 2kg, 4kg, 8keg,

] Bi: “Chdu cé thé ddt cdc qud cdn & cd hai
<) Bz
=~ di’a Can”_

4kg

Ching ta ¢6 thé cin dugc nhidu khéi lugng
khéc nhau dya vao cich d€ nhiing vat ning
d cdc dia can khdc nhau. Thét vay, trong bai
todn nay, sit dung cdc vat ning c6 khbi lugng

)

bit 2 qua can: Co 6 cach: 3kg, Skg, 6kg, Okg,

10kg, 12kg. 1kg, 3kg va 9kg chiing ta c6 thé cén dudc tat
ca cdc khoi lugng nguyén trong khoang tir 1kg
toi 13kg nhu sau:
l1kg.
2kg = 3kg — 1kg,
3kg,

1kg 4kg 4kg = 3kg + 1kg,
Skg = 9kg — 3kg — 1kg,

6kg = 9kg — 3kg,

biat 3 quad can: C6 4 cach: Tkg, 11kg, 14kg,
13kg.

bit 4 qua can: Co6 1 cach: 15kg.

Tro chai s6 1
Bai todn 2. Sit dung 3 vit ning A, B, C ¢6 A
khéi lugng nguyén 1a bao nhiéu dé ¢6 thé can. Chuén bi: 20 que tinh (hodc hat déu, soi, .. .).
dugc jt.at ca cac vat co khoi lugng nguyén tir Luét chi:
lkg tdi 13kg?

; 1. Hai ngudi chgi 14 4 5
Gid st 3 vt ning A, B, C ¢6 khbi lugng tuong tnh 8101 chai lan lugt 13y 1, 2 hofe 3 que
tng la a, b, c. :
Bi nhdm ring néu ding 1 vat ning ching ta 2. Ng}tdl Ch(’j_naf} lay dUQC‘mQI hoéc nh.frng
c6 thé can t6i da 3 khdi lugng khic nhau g;:fi mlllll Cuor cung, ngudi chdi dé gianh
(a,b,c). Két hop 2 vit ning, ching ta cing. = o thang.

7kg = 9kg + lkg — 3kg,
8kg = 9kg — 1kg,
9kg,
10kg = 9kg + 1kg,
I1kg = 9kg + 3kg — 1kg,
12kg = 9kg + 3kg,
13kg = 9kg + 3kg + 1kg.
Can véi chiéc cn thing bing thit thd vi ding

khong cdc ban? Céc ban hdy thit stic vdi miy
bai todn vdi chiéc can thing bing nhé.

Bai 1. St dung 4 qua cin nao dé ¢6 thé can
dudc tat ci cdc vat c6 khéi lugng trong khodng
tir 1kg tGi 40kg?

Bai 2. Trong 9 dong xu, c6 8 ddng xu that
va 1 dong xu gia nhe hon. Hay xic dinh
dong xu gid véi chi 2 ldn can bing chiée cn
thiing bing.

Bai 3. St dung chiéc can thing biing dé 1iy
dugc 9kg keo ngot trong géi keo 24kg.

Tro choi Nim

Hodng Qué Huong

Tro chi s6 2.

Chudn bi: Gidy va buit.

Luat choi:

I. Tro chei bat dau vdi tdng biing 0.

2. Hai ngudi choi 1an lugt cong thém 1, 2, 3
hodc 4 vao téng do6.

3. Nguti choi nao dua tdng dén 20 trudc,
ngudi choi d6 gianh chién thing.
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Trd choi s6 3.
Chuén bi: 12 dong xu.
Luat choi:

1. Xép 12 dong xu thanh ba nhém, véi s6 dong
xu ctia mbi nhom lan ludt 1a 3, 4 va 5.

2. Hai ngudi choi lan lugt 1dy mot s6 dong xu
bét ki thudc cling mot nhém.

3. Ngudi choi nao 1dy dugc dong xu cudi cling,
ngudi chdi d6 gianh chién thing.

Tro choi s6 4.
Chudn bi: 16 que diém.
Luat choi:

1. Xép 16 que diém thanh 4 hang véi sb que
diém ¢ mdi hang 14n lugt 1a 1, 3, 5 va 7 que.

2. Hai ngudi chai 1an lugt 14y mot s6 que diém
bét ki cling ndm trén mot hang.

3. Ngui chai lay que diém cubi ciing la ngudi
thua cudc.

Tro choi s6 5.
Chuén bi: Gidy va biit.
Luit chai:

1. V& Ién gidy 12 hinh tron (xem hinh minh
hoa).

2. Hai ngudi chdi lan lugt loai bé mot hoic
mot sd hinh tron ¢ cling mot hang hodic mot
cOt (khong nhat thiét canh nhau) trén manh
gidy do.

3. Ngudi chdi loai bo hinh tron cudi cing la
ngudi thua cudc.

POOOOOOOOD® N

Tro choi s6 6.
Chuan bi: Gidy va buit.

Luat chgi:

Ll
I. V& Ién gidy 10 hinh tron cdch déu nhau vijS&l
thang hang. Céc hinh tron dude déanh sb tir
dén 10.

2. Hai ngudi chai luan phién nhau loai bo cag
hinh tron. Mi ngudi, & ludt ctia minh, dude
quyén loai bd mdt hodic hai hinh tron. Néy
ngudi choi loai b hai hinh tron thi s6 dude
danh & hai hinh tron 4y phai 13 hai s tu nhién
lién tiép.

X
1

3. Ngudi chdi logi bd hinh tron cubi ciing 1 i 2 )
g gianh chién thng. A GO A
r 3 ‘ ' » Qua email: bbt@pi.edu.vn
! — » Qua buu dién:

i | / Toa soan Tap chl Pi
p | Tang 7 Thu vién Ta Quang Biiu,

r ‘ = Trudng Pai hoe Bach khoa Ha Noi,
Buong Dai Co Viét, Quan Hai Ba Trung, Ha Noi.
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~ duoc xdc nhan,

62 Tap chi Pi

e * Dt mua ban dién tirtai Alezaa,
Tép 150 6 Thang 6. 201 Y _




BAN BIEN TAP

Ha Huy Khoéi (Téng Bién tip)

Ngb Bao Chau (Phé Tong Bién tip)

Trin Nam Diing (Phé Téng Bién tap)

Nguyén Thi Lé Huong (Phé Téng Bién tdp kiém Thu ky Toa soan)
Nguyén Khic Minh (Truéng ban Bién tip)

Pham Huy Dién, Nguyén Thanh Nam,
Trén Vin Nhung, Nguyén Duy Théi Son, Chu Cam Tho,
Ngé Viét Trung, Vii Ha Vin, Nguyén Ai Viét, Lé Anh Vinh.

CONG TAC VIEN
THUONG XUYEN

Ha Vi Anh, V5 Quéc B Cén, Pham Ngoc Diép, Nguyén Minh Ha,

Luu Thi Thanh Ha, Trin Minh H ién, Phan Thanh Hémg, Trén Quang Hung,
Ha Duy Hung, Dau Hoang Hung, Nguyén Vin Huyén, Vii Thé Khéi,
Nguyén Duy Lién, Pham Vii Loc, Tran Québc Luat, Kiéu Dinh Minh,
Nguyén Thj Nhung, Bang Vin Son, D3 Hoang Son, Lé Xuén Son,

Luu B4 Théng, Dao Manh Thing, Nguyén Tat Thu,

TOA SOAN

Téng 7 Thu vién Ta Quang B, Trudng Bai hoc Bach khoa Ha Noi
DBuong Pai Cb Viét, Phudng Béch khoa, Quén Hai Ba Trung, Ha Nai
Email givi bai: bbt@pi.edu.vn. Email giao dich: info@pi.edu.vn
Dién thoai: 04.3215.1407 Fax: 04.3623.1543

Website: www.pi.edu.vn

Ché ban: Lé Quéc Tudn
Do hoa: Nguyén Tran, Poan Xuén Trudmg
Anh bia 1: Girolamo Cardano (Nguon: Internet)

Gidy phép sé 484/GP-BTTTT ngiy 25.10.2016
In tai: Céng ty C4 phin In Ha Nd§i
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Gia: 25.000 dong
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CHiDANHEHO
HOCSINH CHUYEN TOAN

T e T
VGi mong muén tim kiém, thu hdt va bol duGhg
nhan tai Toan hoc cda Viét Nam, ndm 2017 | i
Trudng Dai hoc FPT Ha N6i cap Hoc bong'toan
phan Ngé Bao Chéu cho tat ca céc sinh g

nganh Toan.

/

Dé trd thanh sinh vién nganh Toan cda Pai hoc
FPT céc hoc sinh can vugt qua bai kiém tra
nang lu'c cua trudng. Hoc sinh dat Giadi nhat ky
thi Toan quéc gia hodc tham gia déi tuyén thi
Toan quéc té dugc tuyén thang. Tat ca céc sinh
vién nganh Todn déu dudc cap hoc béng toan
phan va chi phi dn ¢ trong sudt thdi gian hoc.

Xem théng tin vé hoc bong Ngé Bao Chau tai
website http://daihoc. fpt.edu.vn
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